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С ^ З  БОШИ

. Фан ва техника ютуцлари амалиётнинг бевосита 
мулки булиб колаётган дозирги шароитда фаннинг янги 
содаларига, жумладан, инженерлар фойдаланадиган 
воситаларга кизикиш кун сайин ортиб бормовда. КПСС 
XXVI съезди ва партиямиз Марказий Комитетининг 
кейинги Пленумлари ва СССР Министрлар Советининг 
карорларида илмий-техникатараккиёти ютукларини халк 
хужалигига татбик килиш ижтимоий-ицтнсодий ривож- 
ланиш билан узвий боглик; эканлиги уктириб утилган

Ш,у сабабли дам халк хужалигининг турли-туман 
мудим масалаларини злектрон-дисоблаш машиналарида 
ечишда татбик этиладиган амалий математика усулла- 
рининг роли кундан-кунга ортиб бормоада.

Олий укув юртларининг инженер-иктисодчи мута- 
хассисликларига мулжалланган янги укув плани ва 
программаларида асосий предметлар цаторида сонли 
усуллар ва амалий математика■усулларига кенг урин 
берилган булиб, бу программаларда булажак мута- 
хассисларга замонавий математик усуллар ва электр он- 
Хисоблаш машиналари (Э^М) хасида кенг маълумот 
бериш талаб этилади, чунки дозирги кунда фан-техника 
ва ижти-моий тарацкиётнинг доимо олдинги сафида мед- 
нат килаётган инженёр-и^тисодчиларнинг олдида турган 
мураккаб ва мудим масалаларни замонавий сонли усул
лар, - амалий математика усуллари ва тезкор ЭХМ да 
программалаш усулларини мукаммал узлаштирмасдан 
туриб муваффакиятли дал килиш мумкин эмас.

Сонли усуллар ва амалий математиканинг катор 
содалари буйича купгина чукур мазмунли илмий китоб- 
лар, дарслик ва укув кулланмалар булажа’к мута- 
хассислар хизматидадир. Ленин уларнинг купчилиги 
чукур математик й^налишда ёзилган булиб, ^уларни
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урганиш студентлардан махсус математик тайёргарлик 
булишини талаб килади. Бундан ташцари, сонли усул
лар ва амалий математика усулларининг узига хос 
жи^атлари тушунарли баён этилган китоб ва дарслик- 
ларнинг узбек тилида етарли эмаслиги студентлар ол- 
дида анча кийиичилик тугдирмовда.

Булажак инженер-иктисодчиларнинг замонавий ма
тематика усулларини урганишларида энг му^им нарса 
шуки, улар бу усулларни узлаштирибгина колмасдан, 
балки шу усулларни халк хужалигининг турли масала- 
ларини х;ал килишда уринли татбик кила билишлари ва 
уларнинг жамият социал-ицтисодий тараккиёти учун 
амалий а^амиятини англай билишлари зарур.

Республикамиз олий техника укув юртларида автор- 
ларнинг к^п йиллар давомида олиб борган илмий-педа- 
гогик фаолиятлари, амалий математика ва сонли анализ 
усулларидан фойдаланиш ва даре бериш тажрибалари 
фаолиятларида сонли анализ ва амалий математика 
усулларидан кенг фойдаланиладиган инженер-иктисодчи 
мутахассислиги буйича таълим олаётган студентларга 
мулжалланган ушбу кулланмани ёзишга имкон яратди.

Мазкур кулланма олий укув юртларида инженер- 
иктисодчи мутахассислиги буйича кадрлар тайёрлашда 
янги у к у в плани ва программаларини узлаштиришда 
студентлар дуч келадиган кийинчиликларни бартараф 
этиш йулидаги интилишлардан иборат.

Г^лланма уч киемдан иборат булиб, унинг биринчи 
К й с м и н и  Э. 'Б. Абуталиев ва К. Бекбоев, иккинчи кис- 
мини Э. Б. Абуталиев ва С. Алимухамедов, учинчи 
Кисмини Э. Б. Абуталиев ва А. Аъзамов ёзган. Р^уллаи- 
манинг биринчи кисмида амалий математика элемент- 
лари, иккинчи кисмида сонли анализ методлари, учинчи 
кисмида оптималлаштириш усуллари баён цилинган.

Кулланмани ёзиш жараёнида доимий эътибори, бер- 
ган кимматли курсатма ва масла^атлари учун академик
В. К. Кобуловга чин калбимиздан миннатдорлик изх;ор 
этамиз.

Авторлар
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ТУПЛАМЛАР НАЗАРИЯСИ ЭЛЕМЕНТЛАРИ ВА 
МАТРИЦАЛАР

1- §. Тупламлар назарияси элементлари

Бу цулланманинг айрим цисмларида тупламлар на- 
зариясининг баъзи тушунчаларидан фойдаланилади. 
Шунинг учун цуйида шу тушунчалар ^ацида ^исцача 
маълумот берамиз.

Туплам тушунчаси бошлангич тушунча б^либ, унга 
таъриф  берилмайдй. Туплам тушунчаси математик ана- 
лизнинг асосий тушунчаларидан биридир..Туплам тайин- 
предметларнинг маълум мажмуи (тудаси) дан иборат- 
дир. Масалан, бирор институтда уциётган студентлар 
туплами, барча жуфт сонлар туплами ва д. к. Келти- 
рилган бу мисоллардан куринадики, .туплам чекли ёки 
чексиз сондаги предметлардан тузилиши мумкин. Туп- 
ламни ташкил этувчи предметлар шу тупламнинг. эле 
мент лари  дейилади.

Одатда, тупламлар латин алфавитининг бош харфла- 
ри А, В, С, . . . , X , У, 2  билан, уларнинг элементлари 
эса латин алфавитининг кичик ^арфлари а, Ь, с, . . .  , 
л:, у, г  билан белгиланади. Агар бирор х  элемент М  
тупламга тегишли булса, у ^олда уни л: ^ М  каби ёзи- 
лади. Агар бирор у элемент М  тупламга тегишли бул- 
маса, у ^олда уни у $ М  каби ёзилади. Агар М  туплам
а, Ь, с, й  злементлардан тузилган булса, уни М  =  
«= [а, Ь, с, й\ каби ёзилади.

Иккита М  ва N  туплам берилган бС'лсин. М  туп
ламнинг барча элементлари N  тупламга тегишли бул- 
син. У холда М  туплам N  тупламнинг цисм туплами  
дейилади ва Ж каби ёзилади. Масалан, барча нату- 
рал  сонлар туплами барча бутун сонлар тупламининг 
Кием тупламидир.

Битта х;ам элементга эга булмаган туплам буш туп
л а м  деб аталади ва 0  оркали белгиланади. Масалан, 
л:2 + 9  =  0 тенгламанинг ^а^и^ий илдизлари туплами



буш тупламдир, чунки бу тенглама илдизларга
эга эмас.

Берилган иккита М х ва М 2 тупламнинг кесишмаси 
деб, уларнинг умумий элементларидан тузилган М  -туп
ламга айтилади ва М х О М 2 == М  каби ёзилади. Маса
лан, М х — {а, Ь, с, с1} ва М 2 =  {а, Ь, к, е , п} булса, у 
^олда уларнинг кесишмаси М 1Г \М 2= { а ,  Ь) булади.

Чекли сондаги М и М 2, . . . , М п тупламларнинг ке- 
сншмаси деб, уларнинг умумий элементларидан тузил
ган М  тупламга айтилади ва цуйидагича ёзилади:

АГ== М х П М 2 П . . .  П М п ёки М  =  П М (.
1—1

Агар берилган тупламлар деч цандай умумий эле- 
ментга эга булмаса, бу тупламларнинг кесишмаси буш 
туплам булади. Агар М х 3 дан катта сонлар туплами 
ва М2 2 дан кичик сонлар туплами булса, уларнинг 
кесишмаси М х П М2 =  0  тупламдан ибэрат булади.

Иккита М х ва М 2 тупламнинг бирлашмаси  деб2 бу 
тупламларнинг х;еч булмаганда биттасига тегишли эле- 
ментлардан тузилган М. тупламга айтилади ва М х [] М 2~  
—М  каби белгиланади. Масалан, М х— {а, Ь ,с ,е ) ,  М 2 =
— {Ь, г, с, е} булса, у долда уларнинг бирлашмаси. 
М  =  М 1\]М 2̂ { а ,  Ь,с, г, е) тупламдан иборат булади.

Чекли сондаги М и М 2, . .  . ,  М п тупламларнинг бир
лашмаси деб, бу тупламларнинг деч булмаганда битта
сига тегишли булган злементлардан тузилган М  туп
ламга айтилади ва ^уйидагича ёзилади:

УкГ-уИ/ и ’М /Ц  . . .  Ц М„ ёки М  =  ЦТ М {.

Масалан, барча бутун сонлар, туплами барча жуфт сон
лар туплами билан барча то^ сонлар тупламининг бир
лашмаси булади.

Агар 1 <  л; <  3 тенгсизликни цаноатлантирувчи барча 
л: сонлар туплами М х ва 2 <  у <  6 тенгсизликни ^аноат- 
лантирувчи барча сонлар туплами М 2 берилган булса, 
уларнинг М х М 2 бирлашмаси 1 <  г  <  6 тенгсизликни 
каноатлантирувчи барча 2 сонлар т^пламидан иборат 
булади.

2- §. п улчовли ч и зщ л и  ф азо
х , у, г, . . . элементлар туплами Н учун
а) х,ар цандай иккита л: ва у элементга уларнинг 

х  +  у  йигиндисига тенг г  элемент мос куйилса;
6



б) х;ар бир х  элемент ва бирор сонлар майдонидан 
олинган ^ар бир' % сонга уларнинг купайтмасидан ибо
рат Хх элемент мос ^уйилса, у золда Я ту плам ч и зщ 
ли  фазо дейилади.

Бу амаллар цуйидаги шартларни (аксиомаларни). 
цаиоатлантириши зарур:

I. 1°. х \ - у = у \ - х  (коммутативлик).
2°. ( х + У ) + 2 =  х  +  (У+ 2) (ассоциативлик).
3°. Хар цандай х  элемент учун, шундай 0 элемент 

мавжудки, л  +  0 == л: тенглик уринли булади. Бундай 
элемент ноль элемент  дейилади.

4°. Хар цандай л  элемент учун ш ундай—л; эле
мент мавжудки, л; +  (— х)  =  0 муносабат уринли бу
лади.

II. 1°. \ - х  — х .
2°. а-фд:) =  а - Р - (х), а ва р — ихтиёрий сонлар.

III. 1°. (а +  Р)• л: =  а'-х +  Р • X.
2°. а-(х +  у) — о.-Х +  а 'У.

Масалан, даражаси п натурал сондан катта булма- 
ган барча купдадлар туплами купх;адларни одатдагидек 
1̂ ушиш ва уларни сонга купайтириш амалларига нисба- 
тан чизицли фазо булади.

Чизицли фазо элементларини векторлар  деб атай- 
миз.

Келгусида чизицли боглиь; векторлар ва чизицли 
боглик булмаган векторлар тушунчаси мудим адамият- 
га эга булади. Я чизикли вектор фазо берилган бул-

син. х ,  у, г ............ и векторлар учун камида бири нол-
дан фар^ли (а +  р +  • • • +  8=^=0) шундай а, Р, . . .  , 
8 сонлар мавжуд булиб,

а-лг  +  Р' У +  Т ' 2’ +  . . . + ^ - и = = 0 (1.1) 

муносабат уринли булса, х, у, г, . . . , и узаро яизьщ- 
ли  б о гл щ  векторлар  дейилади. Агар а - х + Р -  у +  

+  Я, - 2  +  . . . +  <$•« =  () муносабат факат а =  р =А, =  . .
—>•

. . .  = = 8 = о  булгандагина мумкин булса, у ^олда х,

у, г,  . . .  , а узаро ш зи ц л и  борлиц булм аган  вектор
лар  дейилади.

Айтайлик, х, у, г, . . .  , и узаро чизицли боглик век-



торлар б^лсин, яъни (1.1) муносабат уринли булиб, коэф- 
фициентлардан камиДа бири, масалан, а нолдан фарцли 
булсин. У долда

а-х  =  — у — у - г — . . .  - Ъ - и .
Бундан

-  р -  7 -  В -*
•X == —  7  • У “  7  ■ *  —  • • •  “  7 '  «

ёки

бунда

Агар х  вектор у, г, . . . , и векторлар оркали (1.2) 

куринишда ифодаланса, у ^олда х  векторни у, г, . 

к векторларнинг чизицли комбинациями дейилади.

Шундай килиб, агар х, у, г, . . . , и узаро чизикли 
боглик векторлар булса, у колда улардан камида бит- 
таси колган векторларнинг чизикли комбинацияси бу
лади.

Бир турри чизивда жойлашган ^ар кандай иккита 
вектор узаро пропорционал, яъни узаро чизикли боглик 
булади. Текисликда иккита чизикли боглик булмаган 
векторларни топиш мумкин, аммо кар кандай учта вектор 
узаро чизикли боглик булади. Агар Я уч улчовли фа- 
зодаги векторлар тупламидан иборат булса, у холда 
Я  тупламда узаро чизикли боглик булмаган учта 
вектор топиш мумкин, аммо кар канДай туртта вектор 
узаро чизикли боглик булади. .

Шундай килиб, турри чизикдаги, текисликдаги ва 
уч улчовли фазодаги узаро чизикли боглик булмаган 
векторлар максимал сони турри чизик, текислик ва уч 
улчовли фазонинг улчовлари сони билан бир хил буди- 
шини курдик. Шунинг учун куйидагича уйумлаштириш 
табиийдир:

агар Я чизикли фазода п та чизикли боглик булма
ган вектор мавжуд булиб ва бундан куп сондаги чи
зикли боглик булмаган векторлар мавжуд булмаса, у 
Колда Я чизикли фазони п улчовли чизицли фазо д е 
йилади.

X =  X- у  (А- г  +  . . .  +  7)* и, (1.2)



Агар Я фазода ихтиёрий сондаги узаро чизицли 
боглиц булмаган векторларни топиш мумкин б^лса, у 
з^олда Я чеке из улчовли фазо дейилади.

3- §. гг улчовли ф азода  базис ва координаталар 

п улчовли Я фазода узаро чизикли боглик булма

ган п та еи е2, . . .  , еп векторлар туплами шу фазода 
базис дейилади. Масалан, уч улчовли Я  фазода битта 
текисликда ётмаган ихтиёрий учта вектор базисни таш- 
кил этади.

Т е о р е м а ,  п улчовли  Я фазода олинган %ар цан-
дай х  векторни фацат ягона усул билан шу фазо 
базис векторларинииг чизицли комбинацияси орцали  
ифодалаш мумкин-

И с б от . Айтайлик, еи е2, . . .  , еп векторлар/?фазо- 
нинг базисини ташкил этсин. Улар билан биргаликда Я
дан олинган х  векторни ^ам цараймиз. У долда х , ех.
е2, . . , , еп векторлар сони п-\-  1 та булади. Шунинг 
учун п улчовли фазо таърифига кура улар узаро чи
зицли боглик векторлар булади, яъни

а0 х  .а1[- ех -\- а2 • е2 аП' еп ~  0, (1.3)
бунда а{ коэффициентларнинг камида бири нолдан фарц- 
ли. Бу ерда «0 =̂= 0 эканлиги равшан, чунки акс х;олда

(1.3) тенгликдан еи е2, . . . , еп векторларнинг узаро чи
зицли боглик; булиши келиб чицар эди. Демак, (1.3) 
дан

^  <*1 -  :<*з -  (| 4)
х  а0 е1 а0 е2 • • • с*о "

тенгликни з^осил циламиз.

Шундай цилиб, Я фазода олинган ихтиёрий х  век

торни еи е2, . . .  , е п векторларнинг чизицли комбина
цияси орцали ифодалаш мумкинлигини исбот цилдик.

Энди *осил цилинган (1.4) ёйилманинг ягоналигини 
исботлаймиз.

Бунинг учун



ва
' -с

X =  • б-[ -|- ?2 • ^2 ~Ь • • • “Ь л̂ •
куринишдаги икки хил ёйилма мавжуд деб фараз ци
ламиз. Бу ёйилмаларни дадлаб айириб ушбуни досил 
киламиз:

О — (?! — '[) е, +  с2 +  . . .  +  ( ;,  -  С) еп.

еи е2, . .  . , еп узаро чизикли боглик булмаган вектор
лар булгани сабабли, охирги тенглик бажарилиши учун

1̂ — — 0, \2 — =  0, — %п — 0, ]
яъни

. . , - ЕЛ =  $«
булиши зарур.

Шундай цилиб, (1.4) ёйилманинг ягоналиги дам 
исботланди.

Т а ъ р и ф. Агар еи еъ . . .  , е п векторлар п улчовли 
фазонинг базисини ташкил этиб,

х  — ^  • е2 +  • • • +  ■ еп (1 -5)

булса, у долда %и  ?2, • . ■ , ?« сонлар х  векторнинг еи
е2, . . .  , еп базисли фазодаги координаталари  дейи
лади.

п улчовли фазода (1.5) тенглик билан берилган век
торни

*  =  ............ л̂) (1.50
куринишда з<;ам ифодалаш мумкин.

Демак, п улчовли фазодаги ихтиёрий е вектор п та 
тартибланган сонлар системаси | 2> . . . , л̂ билан
аникланади.

Барча координаталари ноль булган вектор ноль век-

тор (0 вектор) деб -аталади: 0 == (0* 0, 0, . . .  , 0).

Агар еи е2, . . .  ,6/, базисда 'х  векторнинг коорди-

наталари | 1( Х2, ва у векторнинг координата-
ЛарИ 7)!, Т)2, , , 7]„ булсин, яъни

10
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1. Агар п улчовли х в а у  векторларнинг мое 
координаталари узаро тенг, яъни

^ = = 7 ) 1 ,  $ 2 = Ъ ,  '• • • ( 1 . 6 )

булса, бу векторлар тенг дейилади.

2. х в а у  векторларнинг йириндиси деб, ушбу

*  +  у  =  ( ? !  +  7 ) , )  • ел +  ( | 2 +  7 ]а )  • е2 +  . . .  +  ( ? „  +  7)й )  • е,г
(1.7)

векторга айтилади.

3. х  векторнинг Я сонга купайтмаси  деб, ушбу

X -  х  —  Х - ? ! • ег X - ? 2 ’ ^ 2 +  • • • ( 1 - 8 )

векторга айтилади.
Шуни айтиш керакки, векторларни купайтириш ама- 

ли п уловли фазода царалмайди.

4- §. ^авариц  тупламлар
Нуцталар тупламини карайлик.
Т а ъ р и ф .  /(авариц т уплам  деб шу тупламга те 

гишли дар цандай икки нуцтанй туташтнрувчи кесмани 
уз ичига бутунлай олувчи тупламга айтилади.

Масалан, дар кандай учбурчак цавариц тупламдир. 
Маълумки, дар цандай турри чизиц текисликни икки

та ярим текисликка ажратади. Ярим текисликнинг уз 
чегараси билан бирлашмаси ё п щ  ярим текислик  дейи
лади. Ёш-щ ярим текисликлар кесишмаси цавариц туп
лам булишини исбот цилиш мумкин.

Хар бир ёпиц ярим текислик цуйидаги чизицли тенг- 
сизлик билан аницланади:

ах-\-Ьу*С с.  (1.9)
Координаталари < ( <  типидаги эмас) типидаги чи- 

зицли тёнгсизликлар системасини цаноатлантирувчи нук- 
талар к^п б ур ш кли  цавариц т уплам  ташкил-этади. 
Тенгсизликнинг иккала цисмини (— 1) га к^пайтириб 
( < )  ишорани ( »  ишора билан алмаштириш мумкин.



Шундай цилиб, чи- 
зицли тенгсизликлар 
системасининг ечимла- 
ри купбурчакли цава- 
риц туплам булади.
Масалан,

а- > 0 ,  )
У > 0 , \  (1.10)

2 х + 3 у < 6 .  |

тенгсизликлар система
сининг ечимлари туп
лами ЛВС  учбурчак 
(1.1-расм) куринишида 
булади.

Хакикатан дам, х > 0  тенгсизлик ечимнинг циймат- 
лари содаси унг ярим текисликда_ эканлигини, у >  0 
тенгсизлик эса ечимнинг цийматлари’содаси юцори ярим 
текисликда эканини курсатади. Шунинг учун х > 0 ,  
у > 0  тенгсизликлар биргаликда ечимнинг цийматлари 
содаси биринчи квадрант булишини к у рс атад и .  Нидоят, 
2х.'^-'3у ^  6 тенгсизлик царалаётган система ечиминин'г 
мумкин булган цийматлари содаси АВС  учбурчак бу- 
лишини курсатади.

Шуни дам айтиш керакки, системанинг айрим тенг- 
сизликлари шу система билан аницланган цаварик; туп
ламга таъсир килмаслиги мумкин. Масалан, (1.10) сис- 
темани 2 тенгсизлик билан тулдирсак. системанинг
ечимлари содаси узгармайди, чунки х > 0  тенгсизлик

2 тенгсизликни дам уз ичига олади.
Агар система таркибидаги тенгсизликлар биргаликда 

булмаса, бундай системанинг ечимлари туплами буш 
туплам булади. Масалан,

* Ш ' \  (1.11)

системанинг ечимлари туплами буш тупламдир.
Кавариц туплам тушунчасини куп улчовли фазода 

дам татбиц цилиш мумкин. Бу Тушунча и улчовли фа
зода цавариц тупламни тасвир этади. п улчовли фазода 
гипертекислик  деб, координаталари ушбу

а 11 й12 -(" ° ' 1 л " Н  ^10 =  0 (1.12)
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тенгликни каноатлантирувчи нукталар тупламига айти
лади, бу ерда ах1 (1 — 0, 1,2, . . .  , га)—• ихтиёрий уз- 
гармас дакиций сонлардир.

■ Энди иккита гипертекисликни цараймиз:

« п  х \ 4~ а п  х 2 4~ • • • +  а 1П х п +  «ю — 0, (1-13) 

«21 Х 1 4" «22 Х 2 4" • • • +  «2П Х п +  «20 ~  0. (1-14)

Координаталари айни вацтда (1.13) тенгликни дам, 
(1.14) тенгликни дам цаноатлантирувчи нукталар туп
лами берилган гипертекисликларнинг кесиш м аси ,  дейи
лади ва у

« 1 1  Х 1 4" « 1 2  Х 2 4~ • • • 4 “ а хпХ п ЙЦо ~  0 , | 

а 2\ Х \  4 "  «22 Х 2 И-  • • • +  «2л Х п  4 "  «20 =  О
(1.15)

тенгламалар системасининг ечимини ифодалайдн.
Агар бу гипертекисликлар деч кандай умумий'нук- 

тага эга булмаса, улар кесишмайди дейилади. Бу дол- 
да (1.15) система биргаликда булмайди.

Берилган дар кандай
ап х  1 +  а м  х 2 4- • • • 4- а 1п х п 4- «ю — 0 (1-12)

гипертекислик а улчовли фазони иккита ярим фазога 
ажратади, бунда ярим фазонинг бирида координаталари

«11 Х\ 4- «12 Х2 4" . • • 4" «1 пХп +  а 10 0̂  (1.16)
тенгсизликни каноатлантирувчи нукталар жойлашган 
булса, иккинчисида координаталари

« и * !  +  « 12*2 4- . . .  +  ат х п 4- «ю <  0 (1-17)
тенгсизликни каноатлантирувчи нукталар жойлашган 
булади.

Шундай цилиб,
й ц  х^ 4~  «1 2  х 2 4~ • . • 4 ; а 1пх п 4 * « ю  > 0  ( 1. 16)

чизицли тенгсизликнинг ечимлари содаси ярим фазодан 
иборат булади.

Шунга ухшаш ушбу

Ху 4" «12 Х2 4* • ■ • 4" «1П Хп 4“ «10 0,
«21 Х 1 4 -  «22 Х 2 4" • • • 4 "  « 2 п Х п 4 “ «20 ^  0 , (1 .1 8 )

” /Я1 Х 1 4~ а т2 Х 2 4 "  ■ • • 4~ а тП Х п 4 -



чизщ ли тенгсизликлар системасининг ечимлари содаси 
координаталари ,(1.18) системанинг дар бир тенгсизли- 
гини каноатлантирувчи нуцталар тупламидан иборат 
булади.

5- §. Матрицалар ва детерминантлар

Ушбу
СЬ1 ̂ ап  • ■ • «1П

А  =
ап #22 • ■ . а<1п

ат1 а-тъ атп
(1.19)

куринишдаги т^гри бурчакли жадвал матрица дейи
лади.
Матрица цисцача

А (*■==1,2, т ; /  — 1, 2, . . .  , п)

куринишда белгиланади.
Ю кор ид а ёзилган (1.19) матрица" от та сатр 'ва  п та 

устундан иборат. Бунда, умуман айтганда, т ^ п .  Агар 
сатрлар сони устунлари сонига тенг, яъни т =  п бул
са, у долда матрица п-т арт ибли  квадрат матрица 
дейилади.

Квадрат матрицаларда унинг юцори чап -бурчагидан 
пастки унг бурчагига, яъни аи  элементдан аПп элемент- 
га йуналган бош диагонали катта адамнятга эга. Бош 
диагонал элементларининг йигиндиси матрицанинг изи 
дейилади.

Матрицанинг баъзи хусусий куринишларини куриб 
чицамиз.

1. Битта сатрдан иборат матрицани сатр-матрица 
дейилади ва

Х> х, я» Х„

куринишда белгиланади.
2. Битта устундан иборат матрица 

дейилади
у стун-матрица

14



ва

Уг
Уя

У = (1.20)

У»
куринишда белгиланади.

3. Барча элементлари нолга тенг матрица ноль-мат
рица  деб аталади.

4. Бош диагоналдан пастда (юцориДа) жойлашган 
барча элементлари 0 га тенг булган квадрат матрица 
учбурчак матрица  дейилади:

#11 #12 
0 #22 
0. о

0 0 . .

1 п
•2 п

‘-Вп

О а пП

(1.21)

Шуни айтиш керакки, купгина матрицаларни учбур- 
чакли матрицага келтириш мумкин.

5. Бош диагоналидан бонща жойдаги элементлари 
ноллардан иборат булган квадрат матрица диагонал  
матрица  дейилади.

6. Агар диагонал матрицанинг бош диагоналларида- 
ги барча элементлари бирлардан иборат булса, бундай 
матрица бирлик матрица  дейилади:

(1.22)

1 0 0 . . . 0
0 1 0 . . . 0

Е - 0 0 1 . • •

0 0 0 . . . 1

Хар бир квадрат матрица узининг детерминантига
эга.

Куйидаги матрица берилган б^лсин: 

Л =
0,11 а 12 
а л  а 22 (1.23)
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Бу матрицанинг детирминанти  деб, #11#22 ' #12 #21
айирмага тенг сонга айтилади ва цуридагича белгила
нади:

(1е1Л =  а,л а 2 # 1 2  # 2 1  —

#11

# 2 1

и-12

#22 (1.24)

Детерминантнинг тартнби унга мос матрица тарти- 
бига тенг булади. (1.23) матрицанинг тартиби 2 га 
тенг булгани учун унинг (1.24) детермннанти дам ик
кинчи тартиблидир.

Энди цуйидаги учинчи тартибли матрицани царай- 
миз:

#11 #12 #13
л  = #21 #22 #23 (1.25)

#81 #32 #33
Бу (1.25) матрицанинг детерминанты, деб, унинг 

элементларидан тубандаги маълум тартибда тузилган 
олтита купайтма дадларнинг алгебраик йигиндисига 
тенг сонга айтилади ва цуйидагича белгиланади:

(1е1 Л — СХц 2 #33 ~Ь #12 #23 #31 Ч" #13 #21 #32 —
# 1 1  # 1 2  # 1 

# 2 1  # 2 2"#12#21#33 #11#23#32
а. а ,

43
#23
#33

(1.26)

Юцоридаги (1.26) детерминант учинчи пшртибли  
детерминант дейилади.

Учинчи тартибли детерминантни дисоблаш форму- 
ласи анча мураккаб булгани учун уни эсда сацлаш 
шарт эмас. Амалда учинчи тартибли детерминантни 
унинг дастлабки иккита устунини цуйидаги схема бу
йича давом эттириб ёзиш ва дисоблаш мумкин:

а„ а,г а„
\  X  >& и У22
/  X .  /&3/ &32 5̂3

^ ап ,аЯ

у®2! ®гг

,а1г

_ - - + + +
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=  <Ж11 # 2 2 # 3 3  +  # 1 2  # 2 3  # 3 1  +  # 1 3  # 2 1  # 3 2  # 1 3  # 2 2  # 3 1  

^12 ^21 ^33 ""*""" ^11 ^23 3̂2*
Масалан, ушбу

2 3 3
1 2 3
2 4 5

детерминантни цуйидагича дисобланади:
2 3 3 2 3
1 2 3 1 2
2 4 5 2 4

=  2-2-5  +  3-3-2 4- 3-1-4  - 3 - 2 - 2  - 2 - 3 - 4  — 3-1-5 =  
=  20 +  1 8 +  12 — 12 — 24 — 15 =  — 1.

Ушбу
# и #12 #1/1

А  =
#21 #22 • • • 

- • • Ч
#2 п (1.27)

#/21 #«2 • ■ #Я/1

//-тартибли квадрат матрицанинг детерминанта

#11 #12 • • #1л

(1е1 А  =
#21 #22 • • #2 П

#Л1 #Я2 - ■ ■ апп .

куринишдаги п -тартибли детерминант булади.
Юцори тартибли детерминантлар анча мураккаб 

усуллар билан дисобланади.
Лекин баъзи хусусий куринишдаги матрицалар учун 

детерминантни дисоблашнинг содда усулларини курса- 
тиш мумкин.

Масалан, учбурчакли матрицанинг детерминанта бош 
диагонал элементлари купайтмасига тенг, яъни

с!е1 А  =  #ц • #22 ■ #зз • • • #л«* ( I • 27 )

Диагонал матрица учбурчакли матрицанинг хусусий 
доли булгани учун унинг детерминанта дам (1. 27') 
формула билан дисобланади.
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Шунинг учун (1.27') формулага асосан ноль матри
цанинг детерминанти 0 га тенг, бирлик матрицанинг 
детерминанти 1 га тенг булади.

Детерминантларнинг цуйидаги иккита хоссасини эсда 
сацлаш фойдали.

1. Бирор сатри ёки устуни фацат ноллардан иборат 
булган детерминант 0 га тенг.

' 2. Иккита бир хил сатрга ёки иккита бир хил устун- 
га эга б^лгаи детерминант 0 га тенг.

Детерминанти 0 т а  тенг булган матрица махсус 
матрица дейилади.

Детерминанти нолга тенг булмаган матрица махсус- 
мас матрица  дейилади.

Масалан, ноль матрица махсус матрица, бирлик мат
рица эса махсусмас матрицадир.

Шуни хам айтиш керакки, махсус матрицадан д е 
терминанти 0 га тенг булмаган махсусмас матрицани 
(цисм матрицани) ажратиш мумкин. Бунинг учун берил
ган А  махсус матрицанинг бир неча сатр ёки устунла- 
рини чизиб ташлагандан кейин шу матрицанинг цолган 

" элементларининг урнини узгартирмасдан детерминант 
тузилади. Хосил булган бу детерминант А  матрицанинг 
минора  дейилади.

А  матрицанинг ранги  деб унинг нолдан фарцли ми- 
норларининг энг юкори тартибига айтилади.

М и с о л. Ушбу
1 - -  1 0
2 0 1
1 1 1

матрицанинг ранги 2 га тенг эканини текшириш 
осон.

6- §. Магрицалар устида амаллар

Матрицалар устида цушищ, айириш, купайтириш, 
булиш, логарифмлаш, илдиз чицариш, дифференциал- 
лаш ва интеграллаш амалларини бажариш мумкин. 
Лекин бу амалларнинг баъзиларини бажариш жуда 
мураккаб ишдир. Шунинг учун биз уларнинг энг сод- 
даларини урганиш билан чегараланамиз. Колган амал- 
ларни бажариш цоидалари билан махсус адабиётдан 
танишиш мумкин.
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Дастлаб икки матрицанинг тенглик шартларини ашщ- 
лаймиз. Иккита А — |]а 'ч |] ва В =  \ЪГз 1 матрицалар уза 
ро тенг булиши учун уларнинг:

а) сатрлари ва устунлари сони тенг булиши керак, 
яъни

I = г , 7 =  5;

б) мос элементлари узаро тенг булиши керак, яъни

#11 =  1̂1» #12 =  ^12, у #</ ьч-

Берилган иккита матрицанинг сатрлари ва устунла- 
рининг сони . тенг булиши уларни кушиш ва айириш 
учун зарурий шарт дисобланади.

1. М а т р и ц а л а р н и  ц у ш и ш .  Матрицаларни цу- 
шиш учун уларнинг мос- элементларини кушищ зарур, 
яъни

IIа'1' II+ IIЬч II= I I + Ьч| (*~1,2, ■'' ’т’у== 1 ’2’ ■'' ’ ̂
(1.29)

М и с о л.

#11 #12 Ъ и Ъ\ 2

#21 #22
+

. 2̂1 2̂2
—

#11 +  1̂1 

#21 ~Ь 2̂1

#12 4~ 1̂2 

#22 2̂2

2. М а т р и ц а л а р н и  а й и р и ш .  Матрицаларни айи
риш учун уларнинг мос элементларини айириш зарур, 
яъни

#-«; |#«7 -  Ьи<7 |> (*’> — 1. 2 , . . .  ,т-  у ^ 3,2, ... , п).

(1.30)
3. М а т р и ц а н и  с о н г а  к у п а й т и р и ш .  Матрица- 

пн бирор Я сонга купайтириш учун унинг дар бир эле- 
ментини шу X сонга купайтириш зарур, яъни

Я-1#// I ~  |  Я ■ ац  1 -

#11 X #12 . . я
X #21 X #22 . .  х

#Ш X- #т 2 ■. . х

Я-#1П
‘ 2л

‘•/ЛЛ
(1.31)
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4. М а т р и ц а н и  с о н г а  б у л и ш .  Матрицани бирор 
нолга тенг булмаган X сонга булиш учун унинг дар
бир дадини сонга купайтириш керак, яъни

] Л  —  X  \\п II —  II
х • \\ач х

(1.32)

5. М а т р и ц а н и  к у п а й т и р и ш .  Икки матрицани 
купайтириш мумкин булиши учун купаювчи матрицанинг 
устунлари сони купайтувчи матрицанинг сатрлари сони- 
га тенг булиши керак.

Агар купаювчи В матрица т та сатрга ва п та ус- 
тунга, купайтувчи А  матрица п та сатрга ва 5 та устун- 
га эга булса, В ва Л матрицаларни купайтириш цоидаси 
цуйидагича булади:

Ь и • ь и а п # 1 2 • # 1 ,

^2 1 ^2 2 • &2П #21 # 2 2  . • # 2 5

Ь « л ^ т 2 тп # « 1 #Л2 • а П8

и11
С21

с12
С 22

' I П

'т  1 •'яг 2

(1.33)

Бунда В  матрицанинг А  матрица билан купайтмасидан 
иборат булган С матрицанинг элемента В матрица
нинг г-сатри элементлари билан А  матрицанинг у-усту- 
нининг мос элементлари купайтмасининг йигиндисига 
тенг, яъни

-  ач Ьц +  аГ1 +  . . .+ Ь!иап, =  2  Ь1паа),
л=1

_».== 1, 2, . . . , т\ 7 = 1 , 2 ,  . . .  , 5  

М и с о л .  Ушбу матрицалар берилган:

(1.34)

1 0 0 0 1 1
0 2 1 В = 2 1 0
3 0 1 > 0 3 1

А -В  ва В -А  купайтмаларни топинг.



Е ч и ш .  (1.33) ва (1.34) формулаларга биноан

1 • 1-}-0-0+0 • 1
0 - 1 + 2 - 0 + 1  • 1 
3-1 + 0 - 0 + 1 - 1

1 0  0 0  1 1

А - В  = 0  2  1 2  1 0

3  0  1 О СО

1 -0 +  0-2 +  0-0
0-0 + -2-2  +  1-0 
3-0 +  0 - 2 +  1-0

В - А

1- I +  0-1 + 0 - 3  
0-1 +  2-1 +  1-3 
3 - 1+  0-1 +  1-3 

1 1
5 1
6 4
1

0-1  +  1 - 0 + 1  -3 0 -0 + 1-2 + 1-0  0 -0 + 1  -1 +  1 -1
2-1 +  1 -0 + 0 -3  2-0+ 1-24-0-0 2 -0 + 1  ■ 1+ 0*1
0 -1 + 3 -0  + 1  -3 0 -0 + 3 -2  + 1 -0 0-0 +3-1 +  Ы

3 2 2
2 2 1
3 6 4

Биз цуйидаги натижага келдик. Матрицаларни ку- 
пайтиришда урин алмаштириш цонуни уринли эмас, 
яъни умуман А - В ф В - А .

Агар А -В  ^  С булса, С купайтма матрицанинг сатр
лари сони купаювчи А  матрица сатрлари сонига, устун- 
лари сони эса купайтувчи В  матрица устунлари сонига 
тенг булади. Шунинг учун бир хил тартибли иккита 
квадрат матрицанинг купайтмаси яна уша тартибли 
квадрат матрица булади.

Квадрат матрицалар купайтмасининг детерминанти 
купайтувчи матрицалар детерминантларининг купайт- 
масига тенг, яъни А - В = С  булса,

<МС =  (1е1Л-(Зе15
булади.

Ихтиёрий тартибли квадрат матрицанинг мос Е  бир
лик матрица билан купайтмаси дастлабки матрицага тенг 
эканлигини куриш осон, яъни

А - Е = А  (1.35)
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ёки
Е -А  =  Л. (1.36)

Хар бир матрицанинг ноль матрица билан купайт
маси ноль матрица булади.

6. М а т р и ц а л а р н и  т р а н с п о н и р л а ш .  Агар А* 
матрицанинг устунлари А  матрицанинг сатрларидан 
иборат булса, у долда Л* матрица А  матрицага нисба- 
тан транспонирланган матрица  дейилади.

М и с о л. Ушбу
ап ахг #/л

Л =
а 21 #22 • #2 л (1.37)

#/ш #ОТ2 • • &тп
матрица берилган булсин. Транспонирланган матрица 
цуйидагича булади:

#1 1 # 2 1  • • # т 1

А* =
# 1 2 # 2 2 • #т2

(1.38)

# 1 Л # 2  п • ■ # л ш

Транспонирлаш натижасида матрица детерминанти- 
нинг катталиги узгарманди.

7. Т е с к а р и  м а т р  и ца . Махсусмас матрица берил
ган булсин.

# 1 1 # 1 2 # 1 3 # 1 1 # 1 2 # 1 3

л -
# 2 1 # 2 2 # 2 8 , Д =  йе! Л - # 2 1 # 2 2 # 2 3

^ 3 1 # 3 2 # 3 3 # 3 1 # 3 2 # 3 3

Берилган А  махсусмас матрицага тескари Л -1  мат
рица ушбу

^11 А п ^31
д д д

•̂ 12 + 2 ^32
д д д

^13 Дм •̂ 33
д - д Д

куринишда булади. Бунда А 1} лар Д =  <Зе{Л детерми
нант а^элементининг алгебраик тулдирувчиси булиб,
у шу элемент минори билан (— 1)‘+у нинг купащгмасига 
тенгдир.



Матрицаларни купайтириш ва детерминантларни улар 
элементлари алгебраик тулдирувчилари буйича ёйи'ш 
цоидасига мувофиц:

А - А - х =  А - ' - А  =  Е  (1.41)

эканлигини курсатиш цийин эмас.

7- §. Чизикли тенгламалар системасини матрицалар 
ёрдамида ечиш

Ушбу

а11 Х1 4“ 4" • • ■ "Ь а \пХп - ^1,
а21 Х1 +  ^22 Х2 +  ■ • • +  а2П Хп ~  ^2, (1.42)

п. номаълумли т та чизицли тенглама системаси бе
рилган булсин. Агар т ва п катта сонлар булса, (1.42) 
системани ечиш анча меднат талаб -цилади. Матрица-' 
лар усулндан фойдаланиш (1.42) системани ечишни ен- 
гиллаштиради. Энг аввал берилган системанинг бирга
ликда эканлигини, яъни системанинг барча тенгликлари 
бирданига бажарилишини билиш керак. Масалан,

(1.43)2хг 4- х% — 3,
\ х х 4- 2х 2 =  2)

системанинг биргаликда эмас эканлигини куриш осон; 
чунки иккинчи тенгламани дадлаб 2 га булсак, 2хх 4- 
- \ - х 2 = 1  тенглама досил булади. Бу тенглама биринчи 
тенгламага зид. Демак, (1.43) система биргаликда эмас.

Лекин катта сондаги тенгламалар системасининг бир
галикда эканлигини текшириш осон эмас.

Чизикли тенгламалар системасинингбиргаликдаэкан
лигини матрицалар ёрдамида текширишни цараймиз. 
1>унинг учун (1.42) системанинг коэффициентларидан 
ушбу

. . а1П
■ . а2п

ап С1\2
а-п ^22

а т \ а т2 *

(1.44)
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матрицани ва унга мос ушбу |кенгайтирилган“ матри
цани тузамиз:

а п & \2 . п Ь ,

а 2\ 0-21 •

а'т\ й щ ъ ■ • сьтп ^ т

(1 .4 5 )

Кронекер — Капелли теоремасига асосан цуйидаги- 
лар уринлидир: агар (1.45) кенгайтирилган матрицанинг 
ранги (1.44) асосий матрица рангига тенг булса, у дол- 
да (1.42) чизикли тенгламалар системаси биргаликда 
булади. Агар (1.45) кенгайтирилган матрицанинг ранги
(1.44) асосий матрица рангидан катта булса, у долда 
(1.42) чизицли тенгламалар системаси биргаликда бул- 
майди.

Шунда'1  цИлиб, чйзицлй т ен гл ам ал ар  системасининг 
б и ргали кд а  эканлигини билиш уч ун ик кита  матрицанинг  
ра нг лар ин и дис обл аб  сол иш ти риш  зару р.

Энди ушбу

аПХ1-~\~ &\2 ХЪ 4" • • •  ~Ь а 1П Х п  --- 1)и
®2\Х\ 4~ ®22 Х2 4“ • • • +  И-П ХП — Ь2*

&П1 *̂ 1 *]' 'I ' . . .  "I" &ППХП “  Ьп

(1.46)

п номаглумли п  та чизицли тенглама системасини мат
рицалар ёрдамида ечиш усулини курсатамиз. Бунинг 
учун цуйидаги учта матрицани цараймиз:

А  =

0,\\ . . &\п
&21 ^22 . . &2П

&П\ &П2 . . &пп
Х1
х 2

X  —

Хп

(1.47)

(1.48)
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ьх 1
Ь;

В = (1.49)

Ьп

У долда матрицаларни купайтириид цоидасидан фой- 
даланиб, (1.46) системани матрица шаклида цуйидагича 
ёзишимиз мумкин:

(1.50)

а п ^12 . &\п X 1 К
а ,21 ^22 . &2П х 2 Ь-1

Оп\ а-пч . &ПП Хп Ьп

(1.50) тенгликни цискача.цуйидагича дам ёзиш мум
кин:

А -Х  — В. (1.51)

Агар А  матрицанинг детерминанти бе! А Ф 0 булса,
(1.50) тенгликнинг чан ва унг томонини чапдан А  мат
рицага тескари булган А ~ х матрицага купайтириб,

Л - ' - Л - Х  =  А ~ х-В (1.52)

ни досил циламиз. Аммо

А —1 -А =  Е, Е -Х  =  Х

булгани учун (1.52) тенгликдан

X  == А —'-В.  (1.53)

келиб чицади. Агар (1.53) тенгликни ёйиц шаклда- ёз- 
сак,

(1.54)
Д

^21
Д д

■̂ Я1
д 1

Х<1 — ^12
Д

+22
д

■̂ 32
Д • ■

^Л2
д

Ь% 1

Х п
+  Л
Д

А п
д

•^Зя
Д

Л  л
• д Ь п |
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ва матрицаларни купайтириш цоидасидан фойдалансак, 
Ли Ьх-\-Ап  ^2+Да 1 Ья -{- /1,2| Ьп
Л 12 Ьх 4  Л 22 Ь2 +  Л32 Ь-л — . . . +  Л„2 Ь„х 2

1
•

“1<II.

Хп

(1.55)
А 1П Ь] +  Л2/г Ь2 +  Л3„ +  . . .  ^  ьп

ни досил киламиз. Сунгра (1.55) тенгликнинг унг ва 
чап томонидаги матридаларнинг мос элементларини 
тенглаштириб, (1.46) системанинг ечимини куйидагича 
ани^лаймиз: у ‘дшича

=  \  {А п Ьу +  А 21 Ь., ч- Л31 Ь3 4- . . .  4- )

х 2 =  \  (.А-12 ьх 4- Л 22 Ь2 4 - Л32 63 +  . . . 4 - А п2 Ьп),
(1.56)

х п — д ( А щ Ь ^  А 2ПЬ2 +  А зпьз +  . . . 4  А пп Ь„),

бу ерда Д =  йе! А, А ^ лар с!е{ А  детерминант а,, эле- 
ментининг алгебраик тулдирувчисидир 

М и с о л .  Ушбу

Х1 +  2х 2 4  л:2 — О,
2хх х 2 -\- х 8 - 1,
х 1 4- Зх2 4" х 3 (1.57)

тенгламалар системасини матрицалар усули билан ечинг 
памизЧ: ИШ‘ ИСТема матРиВДсининг детерминантини то-'

= . 1 ^ 0 .

1 2 1
А = й е М =  2 1 1

1 3 1

Демак, системанинг А  матрицасига тескари Л—1 мат
рица мавжуд. Шу тескари Л -  матрицани топамиз:

-2 1 1 
Л - 1 =  | — 1 0 1 

5 — 1—3



Системанинг ечимини (1.54) дан фойдаланиб, матри
ца шаклида ёзамиз:

Х1 - 2  1 1 0
х2 _ -  1 0 1 1
х3 5 - 1 - 3 2

_  2 - 0 -  1-1 — 12 3С41о1о1

— 2

5-0 г  ( -  1)- 1 И —3)-2 — 7
Ке.йинги тенгликнинг чап томонида номаълум хи х2, хл 
лардан иборат устун матрица, унг •томонида эса 3,2, — 7 
сонлардан тузилган устун матрица турибди. Уларнинг 
мос элементларини тенглаштириб ушбуни х;осил кила- 
миз:

х1 =  3, %2 =  2, Хз =  — 7.

II б о б

МАТЕМАТИК ПРОГРАММАЛАШТИРИШ УСУЛЛАРИ

1- §. Математик программалаштиришнинг 
умумий масаласи

Математик программалаштириш куйилган масала- 
нинг оптимал (царалаётган шароитда энг кулай) ечими
ни аниклаш учун энг „кучли“ воситадир. Математик 
программалаштиришнинг барча масалалари экстремал 
характерга эгадир.

Математик программалаштири:ининг умумий маса
ласи х г, х а, . : .  , х п узгарувчиларга куйилган шартлар 
(чеклашлар) системасига кура Р  ма^сад функциясининг 
экстремумига (яъни максимум ва минимумга) эришишни 
аниклашдан иборатдир. Р  ма^сад функцияси масалани 
ечишнинг асосий ма^садини ифодалайди. Мацсад 
функцияси сифатида, масалан, цурилишнинг ба^осини, 
КУрилишга сарфланадиган вацтни ва к. олиш мум- 
кин. Максад функцияси экстремумга узгарувчиларнинг 
аниз  кийматларида эришиши мумкин.

Узгарувчиларга куйилган чеклашлар каралаётган 
масалани ечиш шартларини ифодалайди. Одатда, бу 
чеклашлар узгарувчилар орцали тенгламалар ёки тенг-
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сизликлар системалари билан берилади.^ Бу чеклаш 
шартлари системасининг х,ар ^андай х п "п0̂ х®__ ________ . 4 . . ''р •Л,2У * * * ’ п
(л :°>0 , 1 — 1 , 2, . . .  , п) манфий булмаган ечими унинг
мумкин булган ечими дейилади.

Чекла и шартлари системасининг Р  максад функ- 
циясини минимумлаштирувчи манфий булмаган (мумкин 
булган) ечими унинг отнимал ечими дейилади.

Масалада куйилган чеклаш шартларини каноатлан- 
тирувчи узгарувчиларнинг максад функцияси изланган 
экстремумга эришадиган бу туплами масаланинг опти- 
мал ечимини аниклаЗди.

Математик программалаштиришни Э^М  учун про
граммалаштириш билан чалкаштирмаслик керак. Бу 
ерда „программалаштириш" тушунчаси ЭХ^М да машина 
программасини тайёрлаш эмас, балки ресурсларни (уз- 
гарувчиларни) мацсадга мувофиц тацсимлашни англа- 
тади.

2- §. Математик программалаштириш турлари

Ма^сад функциясининг куриниши ва узгарувчиларга 
куйиладиган чеклаш шартлари системасига кура мате
матик программалаштириш асосан олти турга ажралади: 
чизицли, чизиь;ли булмаган, дискрет, бутун сонли, сто
хастик, динамик программалаштиришлар. Программа- 
лаштиришнинг бу турларининг х,ар бирини ало^ида ца- 
раб чицамиз. , Г(,ПМЯК.

1. Ч и з и к  л и  п р о г р а м м а л а ш т и р и ш .  Агар мац 
сад функцияси ва узгарувчиларга к у й и л г а н ^ шартлар 
чизикли (масалан, а х и а х х +  Ь,, а х , +  Ь-х,)
булса, у х,олда программалаштириш ч и з и ц л и  программа 
лаштириш  дейилади.

Программалаштиришнинг бу тури энг содда ва 
куп урганилган булиб, шу сабабли у амалда кенг К У 
ланилади.

2. Ч и з и к  ли б у л м а г а н  п р о г р а м м а л а ш < и- 
ри ш. Агар мацсад функцияси ва узгарувчиларга цуйил-
ган шартлар чизицли булмаган (масалан, ах
а ххх 2) куринишда булса, у ^олда программалаштириш 
чизицли булмаган программалаштириш  дейилади.

Программалаштиришнинг бу тури чизикли программа- 
лаштиришга нисбатан мураккаброк, шу сабабли амалда
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я лаларни х,ар хи л  у с у л л а р  б и лан  
чизицли бу лм а га н  маса с ф ун к ц и я л а р н и  к а т о р л а р г а  
с о д д а л а ш т и р й ш ,  чизик '  кли масала га  к е л т и р и ш г а  * а - 
ёйи ш в а  х.  к. билан са д  функ ц ия си ни  т у з и ш д а  ва 
р а к а т  цилинади. Бу ни  м ч ек л а ш  ш а рТЛарини к у й и ш д а  
айн икса  уз г а р у в чи ла р
^исобг а  олиш зарур- р а м м а л а ш т и р и ш .  Агар у з -  

-3. Д и с к р е т  п р о  ^ зЛу КСИЗ циймат к а б у л  к и л м ас -  
г а р у в ч и л а р  хар ^ анД^ зЛукли) цийматла рни гин а  к а б у л  
дан,  б аъ з и  дискр ет  (У маТематИк п р о г р а м м а л а ш т и р и ш  
килса,  у х о л д а  б у н №  т а р и ш  дейила ди .  Одатда уз- 
д и с к р е т  п р о г р а м м а л и ^  б у н д а й ш ар т л а р  т е х н и к а -и к -  
га р у в ч и ла р га  НУйилаА богли к булади.  
тисодий ш артлар  бил ТИр ИШ чизикли п р о г р а м м а л а ш -  

Д и с к р е т  программал р01?. Ш у н и н г  у ч у н  м а с а л а н и  
ти ри ш га  нисбатан муР ‘ щ ор кал и (ди скр етлик  ш а р т -  
чизицли программалаш е ч и л а ди,  б у н да  о л и н г а н  на- 
ларини *ис об га  олмаи рет кийматларга  я к и н л а ш -  
т и ж а н и  та ла б  цилинган Д и
тирилади. п р о г р а м м а л а ш т и р и ш .  Бу-

4. Б у т у н  с 0 Н ^ лаШтиришда узгарувчилар факат 
тун сон ли пр о г р а м м у  киладиган булиб, у  ДИс-
бутун сон цийматлар щНИцг хусусий ^олидир. Амалда 
крет программалаштир жуда катта ах,амиятга эга.
тез-тез учрайдиган ОУ ыа^ Су Л0Т турлари ф акат бутун 
^ацикатан *ам, КУПГ” нгаНдагина маънога эга булади 
сонлар билан ифода пассажирлар ва х- к.), 
(автомобиллар, бинол I ’аммалаштириш масалалари *ам 

Бутун сонли про ь' ограммалаштириш масалалари 
шунга мос чизиклй
асосида  ечилад и.  п р 0 г р а м м а л а ш т и р и щ .  Агар

5.  С т о х а с т и к  у цуйилган ш артл ар  э ^ т и м о л л и  
у з г а р у в ч и л а р  ва Ула^оЛда бундай матема тик програм- 
мицдорлар  булса ,  У * к пюогр а ,м м а л а ш т и р и ш .  дейи-  
ма л а ш т и р и ш  ст0Х^ {пй \ маса ла ларн и е ч и ш д а  м а к с а д  
лади.  М аълум ки ,  »У р мщ д о р н и н г  математи-.с к ути-  
ф у н к ц и я с и  сифатида
ли ш и олинади.  малаШтириш математик п р о г р а м м а -

Ст охастик  пр°гРа ту р лар и дан  х и с о б л а н а д и ,  шу 
ла штир и шн ин г  энг маса ла ларни  е ч и ш  л; а  л и  у н ч а
саб а б л и  бу  метод 04 кИШилар ф а о ли ят и д а  э ^ т и м о л л и к  
ривожла'цмаган.  хй ж у д а  катта  б у л г а н и  у ч у н  бу
масала лари н ин г  а *ам анишини ку ти ш  м у м к и н .  Х,о- 
йу н али шн ин г  тез  рй



зирги вацтда бу масалаларни (микдорнинг математик 
кутилиши асосида) чизикли программалаштириш маса- 
ласига келтириш энг самарадор метод дисобланади.

6. Д и н а м и к  п р о г р а м м а л а ш т и р и ш .  Агар уз
гарувчилар вацт узгариши билан узгарса ва олдинги 
боскичдаги натижа ундан кейинги босцич натижасига 
таъсир курсатса (масалан, бу йилги ишлаб чикариш на- 
тижаси келгуси йил ишлаб чикариш натижасига таъсир 
курсатса), бу цолда математик программалаштириш 
динамик программалаштириш. дейилади.

Бу турдаги масалалар экономикада куп учрайди. 
Масалаларни ечиш методи масаланинг куйилишига куп 
жи^атдан боглик булади: бирор узгарувчига куйилади- 
ган чеклаш шартлари натижаси бошка у згаРУвчига 
Куйиладиган шартлар системасига киради.

Юкорида айтилганидек, математик программалашти
ришнинг купгина масалалари уларни чизикли куриниш- 
гакелтирилиб ечилади. Шунинг учун чизикли программа
лаштириш математик программлаштиришларда асосий 
урин эгаллайди.

3- §. Ч изщ ли программалаштиришда масаланинг 
цуйилиши

Чизикли программалаштириш масалаларида максад 
функцияси

Р  == схх х + '  с2х 2 +  С3х 3 +  . . . +  СпХп (2.1)
чизикли ифода куринишида, узгарувчиларга куйилади
ган шартлар системаси ушбу

а п х х + а Г1х 2+  • . 4" Хп <  ьи
а 21х, + а 22 Хо +  ■ • + &2П ’Х'П <  Ъъ

а,пх х + ап2Х4 + .  • • + &ппХп <-Ьп

чизикли тенгсизликлар системаси куринишида булади.
(2.2) системанинг кар бир х и х 2, . . .  , х п ечими шу 
системадаги барча тенгсизликларни каноатлантирувчи 
п та сон .тупламидан иборат. Бу тупламни п улчовли 
вектор фазонинг нуктаси ёки вектори деб караш мум
кин.
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Чизикли программалаштиришнинг асосий мацсади 
(масаласи) (2.2) система ечимлари тупламидан (2.1) 
чизицли ифодани максимумлаштирадиган (минимумлаш- 
тирадиган) ёчимни танлаб олишдан иборат.

Маълумки, (2.2) чизицли тенгсизликлар системаси
нинг ечимлари туплами п улчовли фазода цавариц купец 
булади. Бу купец чизицли программалаштириш маса- 
ласининг мумкин булган ечимлари содасини ташкил 
этади. Барча ечимлар ичида энг оптималини, яъни (2.1) 
чизицли ифодани максймумлаштирадиганини (минимум- 
лаштирадиганнни) танлаб олиш зарур. Бу масалани 
мумкин булган ечимлар содасининг барча нуцталарини 
бирма-бир цараб чиь;иш йули билан ечиш амалда мум
кин эмас.

Оптимал ечимни танлашни цуйидаги теорема анча- 
гина осонлаштиради: чизицли программалаштириш  
масаласининг мацсад функцияси узининг экстремал  
цийматига мумкин булган ечимлар сохасининг фацат 
учларида эришади.

Шундай цилиб, чизицли программалаштириш маса
ласининг оптимал ечимини топиш учун унинг барча 
мумкин булган ечимларини топиш шарт булмасдан, 
балки фацат мумкин булган ечимлар купёгининг учла- 
рини цараб чициш етарлидир.

Лехин т ва п сонларнинг етарлича катта цийматла- 
рида мумкин булган ечимлар купёги учларини цараб 
чициш амалда анча цийин иш булади. Бу мацсадда 
махсус.дисоблаш методларидан фойдаланилади.

Шуни дам айтиш керакки, (2. 2) чизицли тенгсизлик
лар системасини чизицли тенгламалар системасига кел- 
тириш мумкин. Чизицли тенгсизликлар системасига нис
батан чизицли тенгламалар системасини ечиш осон 
булгани учун чизицли программалаштириш масалаларини 
ечишда цушимча янги номаълумлар киритиш орцали
(2.2) система урнига унга мос булган ушбу

а п х х -)- а Х2х 2 - } - . . . +  а [пх п -(- х п̂  =  Ъ и 

аПХ\ Ч- а‘11Х1 Ч~ • • • Ч" &1ПХП Ч~ Хп+2 ~  (2 3)

&п\х \ Ч- +  . . . +  аппх п -\~ х п-\-п ~  ^ п
чизицли тенгламалар системаси царалади.

Бу ерда х п+1, х п+2, . . . , х п+п янги номаълумлар со-
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ни берилган масаладаги чеклаш шартлари системасидаги 
тенгсизликлар сонига тенг булади.

Шундай килиб, чизикли тенгсизликлар системасини 
ечиш масаласи чизикли тенгламалар системасини ечиш- 
га келтирилиши мумкин. Чизикли тенгламалар систе
масини ечи ининг энг кулай усули матрица усулидир.

4- §. Чизицли программалаштиришнинг айрим 
масалалари

Чизикли программалаштириш усули билан дал кили- 
надиган масалалар халк хужалигининг турли содалари- 
да кундан-кунга купайиб бормоцда, Бу параграфда 
чизикли программалаштиришнинг характерли масалала- 
ридан айримларини каРа ймиз.

1. Х о м а ш ё л а р д а н  о к и л о н а ф о й д а л а н и ш  
д а к и д а г и  м а с а л а .  Масалан, турт хил д 4, х3, 54 
хомашёдан , фойдаланиб, икки хил II, ва П2 мадсулот 
тайёрлаш талаб килинсин. Бунда дар цайси хомашё 
микдори чекланган булиб, мос равишда Ьи Ь2, Ь3, Ь,к 
шартли бирликдаги катталикларни ташкил этади. Тайёр- 
ланадиган дар цайси мадсулотнинг бир бирлигини 
тайёрлаш учун зарур булган дар кайситурдаги хомашё 
микдори маълум ва у 1- жадвалда берилган. Бу ерда 
а-ч [I =  1; 2; 3; 4; / =  1, 2) Пу. турдаги ма^сулотни 
тайёрлаш учун зарур булган 5,: турдаги хомашё миц- 
доридир.

1- ж а д в а л  2- ж а д в а л

Хомашб
тури

Хомашбзапаси
Мах; су л от турлари Хомашётури Хомашб

запаси
Мадсулоттурлари

п. п. I

51 Ь\ «11 а 12 51 х 19 2 3
52 Ь* «21 «22 $2 13 2 1
«3 ь, «31 «32 «3 15 0 3
«4 *4 «41 «42 ' «4 18 3 , 0

Даромад С1 С2 Даромад 7 5

П! ва П 2 т у р д а г и  м а дс ул от лар н и и ш л а б  ч и к ар и ш  п л а н и  
ш у н д а й  тузилсинки,  б ун да  к о р х о н а  и ш л а б  ч и ц а р и л г а н
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барча мадсулотни реализация килишдан энг куп даро
мад олеин.

Куйилган масаланинг математик ифодаланишини аник 
сонли мисолда караймиз (2- жадвалга к;аранг).

Корхона 11, турдаги мадсулотдан х х бирлик, П2 тур
даги мадсулотдан эса бирлик ми <дорда ишлаб чикар- 
син деб фараз килайлик. Бунинг учун 2х, -4- Зх2 бирлик 
мицдорида хомашёдан керак булади (2- жадвалга 
асосан). Аммо, 5, хомашё микдори даммаси б^либ 19 
бирлилпи ташкил этгани учун ушбу

тенгсизлик:бажарилиши зарур. Бу ерда тенгсизлик (тенг
лик эмас) ишораси -кушилишига сабаб шуки, корхона 
54 хомашё запасининг даммасини тула сарфламасданоь; 
энг куп (максимал) даромадга эришиши мумкин.

Шунга. ухшаш. мулодазаларни мос равишда 52, $3, 
турдаги хомашёларга нисбатан юритнб, куйидаги

тенгсизликларни досил киламаз. Бу шартларнинг бар- 
часи бажарнлганда корхона оладиган Р даромад

Р  == 7 х х +  5х 2 ,
куринишда ифодаланади. ' ..

Шунда 1 килиб, куйилган масалани математика нук- 
таи-назаридан к} йпдагича ифэдала и мумкин. Ушбу

О  а» ! О V  /  1 О

чизикли ифода берилган, (2.4) системанинг барча манфий 
булмаган ечимлари орасидан шундайлари танлаб олин- 
синки, бунда Р  чизикли ифода узининг энг катта ци'\- 
матига эришеин (максималлашсин).

2. А с б о б-у с к у н а л а р к У в в а т л а р и]д а н фо й -  
д а л а н и ш  д а к и д а г и  м а с а л а .

2хх Зх2 < 1 9

2хх ~}~ х 2 13,
Зх2<  15, 
3%, <  18

(2.4)

туртта чизикли тенгсизлик системаси ва 
Р -  7хх +  5х 2 (2.5)
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Айтайлик, Т вацтда корхона П! турдаги мадсулот- 
дан Ых бирлик мщдорда ва П2 турдаги мадсулотдан 

бирлик миздорда ишлаб чицарсин. ХаР кайси тур
даги мадсулот дар хил кувватли иккита А  ва В  маши- 
наларда ишлаб чи арилидш мумкин. Бу кувватлар
3- жадвалда берилган. Бу ерда а , вацт бирлигида А 
машина ишлаб чицарадиган П! турдаги мадсулот мик- 
доридир. 3- жадвалда берилган а ъ Ьи 62 миадорлар дам 
шунга ухшаш маънога эга.

^ ар  кайси мадсулотни у ёки бу машинада ишлаб 
чициш харажати дар хил булиб, у 4- жадвалда берил
ган. Бу жадвалдаги а4 П, турдаги мадсулотни тайёр- 
лашдаги А  машинанинг бир бирлик иш вакти бадоси- 
дир. Жадвалдаги а2, (3.,, (32 миздорлар дам шунга ухшаш 
•маънога эга.

З - ж а д в а л  ■ 4- ж а д  в а л 5 - ж а д в а л

Пх п2

А а х я2

В Ьх ^2

П1 п2

, А “1 а2

В 01 Р»

п 2

А х х х 3

В Хз

Машиналарнинг ш унда“г оптимал иш плани тузил- 
синки, яъни А  ва В машиналарнинг дар цайсисида ва 
П2 турдаги мадсулотларнинг дар бирини тайёрлаш учун 
канчадан вадт сарфлани ии керакки, бунда тайёрланган 
барча мадсулот 'корхонагаэнгарзон (минимал харажат- 
ли) тушсин ва топширилган план талаб цилинган миц- 
дорда (курсатилган мик-дорда) бажарилсин.

Куйилган масалани математика тилида ифодалаймиз. 
Бунинг учун 5- жадвални тузамиз, бунда х 1 А  маши
нанинг П, турдаги мадсулотни тайёрлашга сарфлаган 
вацти, х 2 зса А  машинанинг П2 турдаги мадсулотни 
тайёрлашга сарфлаган вацти ва д. к.

А  ва В машиналар бир вацтнинг узида ишлаганлари 
сабабли талаб килинган планнинг вакт буйича бажа- 
рилиши учун

х  х х  > 7, 
х 3 +  х х <С Т.
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Бу ерда х х - \ - х - 2. А  машинанинг умумий иш вацти ва 
х 3- +  х 4 В  машинанинг умумий иш вактидир.

Юкоридаги шартларда тенгсизлик ишораси шунинг 
учун дам-керакки, корхона талаб килинган планни муд- 
датидан анча илгари бажариши хам мумкин.

А  машина П., турдаги мадсулотни тайёрлашга х 1 
бирлик ва-кт сарфлаган булсин. }\ар бир бирлик в акт да 
А  машина П, турдаги мадсулотдан ах бирлик микдорда 
мадсулот тайёрлагани учун А  машина даммаси булиб 
а хх х бирлик П 1 турдаги мадсулот тайёрлаган. Шунга 
ухшаш, В  машина Ьхх 3 бирлик П, турдаги мадсулот 
тайёрлаган. Щу сабабли план бажарилиши учун

а.х х х +  Ьх х 3 — Мх

тенглик уринли булиши зарур.
Худди шу каби П2 турдаги мадсулотни ишлаб чика- 

риш плани бажарилиши учун
а 2 х 2 +  Ь, х 4 =  Ы2

тенглик уринли булиши зарур.
Масаланинг шартига к \ ра  (4- жадвалга асосан) бар- 

ча мадсулотни тайёрлаш учун сарфланган умумий да- 
ражат

Р  =  а, Х х +  а2 д:2 +  Р, Х 3 +  |32

куринишда чизикли ифодаланади.
Натижада куйидаги математик масалага келамиз: 

ушбу
Хх ~Ь х 2 ■<! 1 , ^
*3 +  *4 <  Т, ( 

а х х ,  +  Ьх х 3 -  Ы и  [ ' 2 -ь '
Х 2 4'  Ь2 Х 4 == '

иккита чизикли тенгсизлик ва иккита чизикли тенглик- 
лар системаси дамда

Р = ахх г +  «2х 2 +  $1х 3-\-1%х 4: (2.7)-

чизикли ифода берилган. (2.6) системанинг барча ман- 
фий булмаган ечимлари орасида шундай ечим топил- 
спнки, бунда Р  чизицли ифода узининг энгкичик кий- 
матига эришсин (минималлашсин),

Каралаётган бу масаланинг яна битта мудим вариан- 
тпни зслатиб утамиз. А ва В  машиналар планда курса-
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тилган Т вактнинг бошидан охиригача ишласин деб 
талаб киламиз. У долда юкоридаги

Х\ +  Х2 ^  1 .
+  * 4 <  Т

тенгсизликлар
Х1 +  х 2 =  Т,
Х3 +  Х4: =  7

тенгликлар билан алмашади. Аммо бу долда
а хх х +  Ь\ХЛ =  Ыи 
@"2Х2 “Г  Ь2Х4 === IV2

тенгликлар умуман айтганда, ушбу
а хх х +  Ьхх  з >  Мх, 
а 2х 2 +  ^ 2-̂ 4 >

тенгсизликларга айланиши мумкин, чунки машиналар Т 
вактнинг бошидан охиригача ишлаб, топширилган план- 
ни бажарибгина цолмасдан, балки уни ошиги билан 
бажариши дам мумкин. Бунда харажатни минималлаш 
талаби зиддиятга учрамайди.

3. Т р а н с п о р т  м а с а л а с и .  Иккита А х ва А 2 жу- 
натиш пунктларида а у ва а 2 бирлик микдордаги бир 
жинсли юклар тупланган. Бу юкларни В 1,В 2,В 3 кабул 
Килиш пунктларига мос равишда Ьл, Ъъ 63 бирлик. мик- 
дорларда ташиш зарур. )^ар бир бирлик юкни А, жуна- 
тиш пунктидан В1 кабул килиш пунктига ташиш хара- 
жати сч маълум (берилган) деб дисоблаймиз. Барча 
берилганларни 6- жадвалда жойлаштириш кулай булади.

6- ж а д в а л
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7- ж а д в а л

Маълумки, жунатиш пунктларидаги юкларнинг уму
мий запаси барча кабул килиш пунктларидаги шу юк- 
ларга булган ялпи талабга (здтиёжга) тенг булади, яъни

ал "Ь а 2 — ■+ Ь2 +  Ьг. (2.8)

Юк ташишнинг шундай плани тузилсинки, бунда 
ялпи харажат энг кам (минимал) булсин.

Ах жунатиш пунктидан 5 /  кабул килиш пунктига 
жунатилиши зарур булган юк мивдорини деб бел- 
гилаймиз.. У долда Л, ва А 2 жунатиш пунктларидан В 1 
кабул цилиш пунктига жунатилиши зарур булган юк 
микдори

х и  +  х 1\
каби аникланади. Аммо В х кабул килиш пунктидаги бу 
юкка булган эдтиёж Ьх га тенг булгани учун

Хц ''' Х21 =  Ь -у

тенглик бажарилиши зарур. Худди шу каби мулодаза- 
лар натижасида

х  \ з +  х м =  Ъъ
Х\ 3 +  2̂3 =  Ь3

тенгликларни дам досил килиш мумкин.
Иккинчи томондан, А х жунатиш пунктидан жуна- 

тилган юкларнинг умумий микдори

Хи +  х 12 +  х 13
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йиринди билан ифодаланади. Аммо А г жунатиш пункти- 
даги юк запаси а х га тенг булгани учун

*11 +  х п  + / с 1з = а 1
тенглик бажарилиши зарур. Худди шу каби

•̂ 21 '̂ -22  ̂ '̂ '23 ~  ^2
тенгликни дам досил циламиз.

Масаланинг шартидан юк ташишнинг умумий хара- 
жати

Р -\-СцХ12 +  СцХ1$ +  С21Х21 +  ^22^22 + <̂ 23̂ 23 —
2

=  2  2  с ц х ч = 2 ^ - ^
/=1/=1 1 1,1 '

куринишда чизикли ифодаланади.
Юкорида досил цилинган муносабатларни 7-жад- 

валда ихчамгина ифодалаш мумкин.
Шундай килиб, юк ташиш (транспорт) масаласининг 

математик ифодаси куйидагйчадир: ушбу
Х \ \  “Ь —  ^1,
Х \  2 4~ Х 22 =  2̂>
•^13+^23== Ь3,

Хц +  Х12 “Ь ^13 — Й1,
■̂21 ~Ь -*-22 Н“ Хо\ ■— 0-2, 

олти номаълумли бешта чизикли алгебраик тенглама- 
лар системаси ва

а\ ~Ь а 1 — +  ^2 +  ^3

(2.9)

тенглик дамда

Р  =  2  с ц  х и
I, 3

чизицли ифода берилган.
(2.9) системанинг барча манфий булмаган ечимлари 

орасидан шундай ечим топилсинки, бунда Р чизшуш 
ифода узининг энг кичик (минимал) цийматига эриш- 
син.

Бу масаланинг жуда катта амалий адамияти уз-узи- 
дан куриниб турибди. Транспорт масалаларини ечиш 
методндан фойдаланиб, кадрларни ишга тайинлаш, ма- 
териалларни корхоналар орасида так;симлаш ва д.к. ма- 
салаларни дам ечиш мумкин.
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4. П а р д е з м а с а л а с и  (киши ёки дайвонни энг 
яхши овкатлантириш планини ани^лаш).

Бу масалада максад функцияси сифатида рацион 
бахоси олинади. Узгарувчилар сифатида эса рациондаги 
у ёки бу мадсулотнинг микдори ^аралади. Узгарувчи- 
ларга куйиладиган шартлар дар бир мадсулотнинг ка- 
лориялилиги, витамийларга бойлиги, уларнинг бахоси 
ва х. к. билан ашщланади. Масала кам харажат к;илган 
долда овдатга булган талабни тула цондиришдан ибо- 
ратдир.

Бу масалани конкрет мисолда ^араймиз. Айтайлик, 
одам узининг с о р л и р и н и  ва иш ц о б и л и я т и н и  саклаш учун 
дар суткада маълум миддорда дар хил туйимли озуда 
моддалар, масалан, одсиллар, ёрлар, углеводлар, сув ва 
витаминлар истеъмол дилиши зарур. Бу А типдаги озуда 
моддаларнинг миддорлари дар хил. Соддалик учун икки 
типдаги озуда моддалар билан иш курам.из ва 8-жад- 
вални тузамиз. Бу жадвалдаги ап сон А х турдаги озуда- 
даги ёрлар запасини курсатади. Бошда а сонларнинг; 
маънолари дам шу каби анидланади.

Бир бирлик А[ турдаги озука модданинг бадоси с 
булсин. Овкатланишни шундай ташкил этиш керакки, 
бунда у энг арзон бадоли булиб, организм В 1 (I — 1.
2, . . .  5) турдаги озуда моддани суткалик нормадан кам 
булмаган мицдорда истеъмол дилсин.

Айтайлик, киши А х ва А 2 турдаги озуцалардан мос 
равишда х г ва х 2 миддорда истеъмол дилсин. Бу долда 
икки турли озудалардаги ёгларнинг умумий запаси 

&\\
8- ж  а д в а л

Озуца турлари

О зука моддалар Норма
А,

— ёрлар Ьх «11 «12
В 2 — оксиллар Ь 2 «21 «22
В 3— углеводлар Ь з «31 «32
В 4 — сув ь4 «41 «.12
В ъ — витаминлар °ь «51 «52

Бахоси С.‘ С2



куринишда ифодаланиб, 6, минимал нормадан кам бул- 
маслиги зарур, яъни

а пх х 4 а г,х.2 >
Бу турдаги тенгсизлик ишораси шунинг учун ^ам куйил- 
ганки, царалаётган ов^атланиш системасида истеъмол 
Килинган ёглар нормадан куп булиши мумкин. Шу каби 
муло^азалар асосида к;уйидаги туртта чизикли тенгсиз- 
ликни ^осил ^иламиз:

X1 ~Ь ®22 Х2 Ь%,
а ?л х х 4  а 32 х 2 >  Ь3, 
а и х х +  «42 > Ь 4,
®51 ' 1̂ +  «52

Бу системада ов^атланишнинг умумий бахоси
Т7 =  сх х х +  с2 х 2

чизикли ифода билан берилади.
Шундай килиб, царалаётган масала математика ти- 

лида цуйидагича берилади. Ушбу х, ва х 2 номаълумли
ап х, +  ап х 2 >  Ьг (I =  1, 2, . . . , 5) (2.10)

бешта чизикли тенгсизлик системаси ва
Р  =  Сх Х[ +  Со х 2

чизикли ифода берилган. (2.10) тенгсизликлар система- 
сининг барча манфий булмаган ечимлари орасидан шун
дай ечим танлаб олинсинки, Р чизикли ифода энг кичик 
(минимал) ^ийматга эришсйн.

5. А с б о б - у с к у н а л а р д а н  ф о й д а л а н и ш  
^ а ^ и д а г и  м а с а л а .  Ишлаб чи^аришга номенкла
тура буйича план берилган булиб, унда П) турли ма^су- 
лотдан 50 бирлик, П2 турли ма^сулотдан 30 бирлик, П3 
турли ма^сулотдан эса 45 бирлик тайёрлаш талаб 
^илинади. Х,ар кайси турдаги ма^сулотлар унумдорлиги 
9-жадвалда курсатилган иккита Л 1 в а Л 2 машинада тай- 
ёрланади. Ж адвалдаги сонлар ^ар кайси машинага у ёки 
бу турдаги бир бирлик мадсулотни тайёрлаш учун зарур 
булган ва^тни курсатади.

А,- машинада тайёрланган Пу турдаги мадсулот мик- 
дорини Хц  деб белгилаймиз.

Асбоб-ускуналардан энг оптимал фойдаланиш пла-
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мини тузиш, яъни энг минимал вацтда амалга ошири- 
ладиган планни тузиш талаб килинади.

Кулайлик учун х {. микдорларни 10- жадвалда тас- 
вирлаймиз. У холда номенклатура буйича планнинг 
бажарилиш шарти:

9- ж а д в а л

п, п 2 П.,

Л. 4 10 \о
6 8 20

10- ж а д в а л

М адсулот турлари

Машииалар
П, П2 Пз

А , х и х п Х\%
А з х п х 2'2 Х 23

Номенклатура буйича 
план

50 30 45

Хц -̂ 21 ~  50,
■̂12 "~Ь ■̂'22 === 30,
Хп  Н' х?з — 445 

тенгликлар билан ифодаланади.
Берилган унумдорлик бу ича 9- жадвалга асосан А  

машинада П! турдаги мадсулотни х и микдорда тайёр
лаш учун 4хи бирлик ваь;т зарур булади. Шу машина
да П2 турли Хц  бирлик мивдордаги мадсулотни ва Пз 
турли х п  бирлик миадордаги мадсулотни тайёрлаш учун 
мос равишда 10 х п  ва 10 х и  бирлик вацт зарур була
ди. Шу сабабли А х машинанинг сарфлаган умумий иш 
вацти

1У — 4хп  +  Ю х12 — Ю х13 
тенглик билан ифодаланади.
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Шунга ухшаш, А-> машинанинг сарфлаган .умумий 
иш ва^ти

<= 6хп +  8а-22 +  20х,,а
ифода билан аникланади.

Лекин Л, ва А 2 машиналар бир вактнинг \зида  иш- 
лаганлари сабабли топщирилган планнинг бажарилиш 
ва^ти Т юкоридаги ва 12 иш вактларининг энг кат- 
тасига тенг булади, яъни

Шундай цялнб, царалаётган масала математика ти- 
лида куйидагича ифодаланади: ушбу

чизикли алгебраик тенгламалар системаси ва иккита

чизикли ифодалар берилган.
(2. 11) системанинг барча-манфий булмаган ечимла- 

ри орасидан шундай еч-им .топилсинки, бунда

мивдор энг кичик (минимал) ^ийматга эришсин. (Бу 
минимакс масалалари деб аталмиш масалалардан бит- 
тасидир.)

Албатта, ю^орида царалган масалалар чизикли прог- 
раммалаштиришнннг амалиётда учрайдиган барча маса- 
лаларини уз ичига ола олмаслиги табиийдир. Аммо улар 
амалиётйинг талайгина масалалари дацида маълум да- 
ражада умумий тасаввур бера олади. Ю^орида келти- 
рилган масалалар таищи жидатдан (айницса, мазмун 
жидатидан) бир-бирига деч ухшамаса дам, уларнинг 
■математик ифодалари бир-бирига жуда ухшашлигиии 
куриш р^ийин эмас. Шунинг учун уларнинг даммаси дам 
маълум усуллар ёрдамида чизикли программалашнинг 
асосий масаласи деб аталувчи цуйидаги масалага кел- 
тирилиши мумкин:

Т =  т а х  (1\; (%).

— 4хп +  Ю х 12 +  10л:13,
— 6х21 “)“ +-20X23 (2.12)

Г — т а х  (1Х\ ^ )̂
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ушбу
Ч\\Ху ;Ь «12 +  . . . +  «1 пХп ”•
«21^-1 +  «22 ^2 -|“ • • • 4~ «2пХп — ^

(1 п: 1 Л"[ 1 /̂?г2 ^ 2 ! • • * '\0'тпХп~Ът
п та х и х 2, . . . . х п номаълумли т, та чизикли алгеб- 
раик тенгламалар системаси ва шу нома ьлумларга 
нисбатан ёзилган

Р — С1Х1 -\- с2 х 2 +  . . .  -•(- сп х п +  с0
чизикли ифода берилган.

Берилган (2.13) системанинг манфий булмаган барча 
ечимлари орасидан шундай ечим танЛансинки, бунда Р 
чизикли ифода узининг энг кичик ^ийматига эришсин ■ 
(минималлашсин).

Бу масалаларни ечиш методлари ушбу цулланманинг 
III ^исмида курсатилади.

I I I  б о б

Г РА Ф Л А Р  НАЗАРИЯСИ ЭЛЕМЕНТЛАРИ

1- §. Г раф ва унии г элементлари

Граф деб учлар (тугунлар) ва щрралар  (ёйла'р)дан 
иборат текис геометрик шаклга айтилади.

Графнинг учларини ну^талар билан (доирачалар, 
квадратчалар), ^ирраларини эса тугри чизик; (баъзан 
эгри чизи*0 билан белгиланади (1.2-расм).

Графнинг А ва В учлари орасидаги масофа деб бу.уч- 
ларни туташтирувчи энг ^ис^а. 
узунликка эга булган АВ  
ёйнинг узунлигига айтилади вэ 
цуйидагича белгиланади: 

а ( А , В ) ^ т ш З ( А ,  В). (3.1) И
С нуктадан графнинг] их- 

тиёриЯ X  учигача булган мак- 
симал масофа 

г (С) =  т а х  а (С, X)  (3.2) в 
куринишда белгиланади. 1. 2-расм.
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Агар царалаётган граф учун шундай С0 нуь;та мав- 
жуд булсаки бунда

г (С0) =  Ш1П г (С) (3.3)
муносабат уринли булса, С0 нукта графнинг маркази, 
дейилади. Бу долда

г0 - г  (С0) (3.4)
. катталик графнинг радиуса  дейилади.

Графнинг маркази ва радиуси тушунчалари маиший 
хизмат курсатиш корхоналарини жойлаштириш ишини 
пландаштиришда жуда катта адамиятга эга.

Графнинг А  учидан чицувчи цирралар сони шу уч- 
нинг даражаси дейилади ва р (Л) деб белгиланади. 
Масалан, 1.2- расмда курсатилган графнинг А  учининг 
даражаси р(Л) =  3. Унинг бонда учларининг даражаси- 
ни санаш цийин эмас.

Графнинг учлари уларнинг даражаларига кура икки 
хилга ажратилади: ток; (даражалари то^ сонлар) ва жуфт 
(даражалари жуфт сонлар) учлар. Масалаи, 1.2-расмда 

. курсатилган графнинг Л ва В учлари ток; 5 ,  С, Е учлари 
эса жуфтдир.

Граф цирраларининг жами сонини аницлаш анча 
цийин. Лекин графнинг цирралари соннни унинг учлари- 
иинг даражалари орк;али ифодалаш мумкин. Графнинг 
^ирралари сони унинг барча учларининг даражалари 
й и р и н д и с и н и н г  ярмига тенг, яъни

« = = 4 [ ? (л н - р ( / ; н -  . . .  - г р ( / : ) | (3.5)

булиши графлар назариясида исботланган. Масалан, 1.2- 
расмда курсатилган граф учун '

п -  (3 -!- 4 2 +  3 +  2) == ~- • 14 = 7 .

Шуни айтиш керакки, графнинг ^ирралари узаро кеси- 
шиши мумкин, бунда кесишиш ну^талари графнинг уч
лари булиши шарт эмас. Агар графнинг ^ирралари фа- 
^ат унинг учларидагина кесишса, бундай граф текис 
граф (1. 3-расм) дейилади. Текис графлар иланлащти- 
риш ишларида катта адамиятга эга, масалан, кучаларни 
^ирралар, майдои ёки чоррадаларни учлар деб царалса, 
дар бир шадар (район) планиии текис граф деб ^араш 
мумкин ва доказо.



Энди графларнинг баъзи хусусий куринишларини ^а- 
раймиз. Фацат ^иррасиз учлардан ташкил топган граф 
ноль граф дейилади (1.4-расм). Дар бир икки учи ^ирра 
ор^али туташган граф тула граф дейилади (1.5-расм). 
Учларининг сони тенг, к;ирралари эса фа^ат мос учларни 
туташтирадиган графлар изоморф графлар дейилади. 
Изоморф графларнинг ^ирралар сони х;ам бир хил була
ди. Аммо уларнинг катталиклари ва шакллари жуда хил- 
ма-хил булиши мумкин (1.6-расм). Графлар назариясида 
изоморф графлар узаро тенг деб ^аралади. Шундай {р- 
либ, мураккаб системаларни анализ ^илишда графлар
нинг изоморфлик хоссаси бирор графни унга изоморф 
булган бонда граф билан алмаштиришга имкон беради.

1.3-расм. 1.4-расм. 1.5-расм.

А

1.6-расм.

Графлар изоморфлиги таърифидан фойдаланиб, ноль 
граф ва тула граф узаро изоморф була олмаслигини ку- 
риш осон.

Изоморфлик хоссасига мувофик;, текис графга изо
морф граф ^ам текис граф булади.

Энди ^ирраларнинг карралиги тушунчасини ^арай- 
миз. Агар графнинг иккита учи бир неча ^ирралар билан 
туташтирилган булса, у ^олда граф каррали щррага  эга
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дейилади (1.7-раем). Кар- 
В рали ^ирраларни устига

карралик курсаткичи ёзил- 
ган битта кирра билан ал- 
маштириш мумкин. М аса
лан, 1.8-расмда курсатил
ган граф киррасининг кар- 
ралиги 4 га тенг.

Карралик тушунчасидан 
)^ар хил утказиш ^обилия- 
тига эга булган транспорт 
йуЛлари ёки электр тармок- 
,лари системасини графлар- 
да ифодалашда фойдаланиш 
кулайдир.

2- §. Графлар казарияси методлари
Агар графнинг А ва В учлари ^ирраларнинг бирор 

кетма-кетлиги орь^али туташтирилган булса, улар бог-

ланган учлар дейилади. Агар бу кетма-кетлик бир хил 
к;ирралардангина иборат булмаса, бу граф занжир дейи- _

Агар занжирнинг 
барча' учлари ^ам >̂ ар 
хил булса, бундай 
граф элементар зан
жир дейилади (1.10- 
расм). Агар занжир 
ёпик, яъни унинг бош- 
ланрич ну^таси ва 
охирги нуктаси бирги- 
на учда жойлашган 
булса, уни цикл деб 
аталади. Барча учлари 
хар хил булган цикл

ладн.

1.10-расм.

1,7-расм. 1.8-расм.
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элементар цикл дейилади. Масалан, 1.2-расмдаги граф- 
да ^ирраларнинг АВОАС  кетма-кетлиги занжирни, АВС  
кетма-кетлиги элементар занжирни, АВйЕВСА  кетма- 
кетлик циклнн АВВСА  кетма-кетлик элементар ■ циклни 
ифодалайди.

Дар бир жуфт учларини бирор занжир билан туташ- 
тириш мумкин булган графни богланган граф дейилади. 
Масалан, 1.11-расмда богланган, 1.12-расмда эса боглан- 
маган граф тасвирланган.

1,12-расм.

Биз бундан кейин фа^ат богланган графларни к;арай- 
миз. Чунки богланмаган графларнинг элементлари бор- 
ланган графлардан иборатдир.

Графлар назариясида Эйлер графлари деб аталувчи 
графлар катта а^амиятга эгадир.

Таркибида графнинг ^ар бир к,ирраси фак,ат бир мар- 
тадангина цатнашадиган диклга эга булган граф Эйлер 
графи дейилади. Бошцача айтганда, Эйлер графини айла- 
киб чициш учун графнинг ^ар бир ^ирраси орк,али фацат 
бир марта утиш керак. Шунинг-учун Эйлер графини ка
ламин к;огоздан олмасдан ва биргина чизи^ни икки мар
та ^тказмасдан чизиш мумкин. Бундай шаклларни ясаш 
^изи^арли ’математиканинг ало^ида бир к;исмини ташкил 
этади. Циклнинг узи Эйлер чизиридир, Л. Эйлер ^уйида- 
ги му^им теоремани исботлаган: барча учларнинг дара
жалари жуфт булган богланган граф Эйлер чизиги бу
лади.

Эйлериинг бу теоремаси 5̂ ар хил амалий масалалар- 
нинг Эйлер графларини^аницлашни жуда ^ам енгиллаш- 
тиради. •

Эйлер теоремасининг татби^ини «Кенигсберг куприк- 
лари ^а^идаги масала» мисолида дараймиз. Бу масала
нинг мазмуни цуйидагидан иборат:



1.13-расмда Кенигсберг (^озирги Калининград) ша^- 
ри марказининг плани тасвирланган: ша^арнинг турт
А, В, С ва О цисмлари узаро еттита куприк системаси би
лан туташтнрилган. Ша^арнинг ихтиёрнй нуцтасидан 
(масалан, уйдан) чи^иб, барча куприкларни бир марта- 

дангина утиб, бошланрич нуцтага (яъни уйга) цайтиб 
келиш мумкинми?

Дар хил маршрутларни куриб чи^иб ма^садга тез 
етиш мумкин эмаслигига ишонч ^осил цилиш мумкин. 
Бу масала узига матемагиклар дивдатини куп йиллар 
жалб ^илгани бежиз эмас. Лекин бу масала графлар 
назарияси ёрдамида жуда ^ам осон ечилар экан.

Кенигсберг планига мос граф 1.14-расмда тасвирлан
ган. Бу масалани ечиш учун бу графнинг Эйлер графи 
булишини курсатиш керак. Бунинг учун граф учларининг 
даражаларини ^исоблаймиз:

Барча учларнинг даражалари то^ сон экан. Демак, 
граф Эйлер чизири була олмайди. Шундай ^илиб,, «Ке
нигсберг куприклари ^а^идаги масала»даги саволга 
«мумкин эмас» деб жавоб берамиз. Бундай жавобни 
графнинг биринчи учи даражасини х;исоблагандан сунг 
долган учлар даражаларини ^исобламасдан ^ам бериш 
мумкин эди.

Эйлер теоремаси ёрдамида анча мураккаб саволлар- 
га х;ам жавоб бериш мумкин. Масалан, ю^оридаги маса
ла ечимга эга булиши учун куприкларнинг уринларини 
^андай узгартириш керак? Бунинг учун куприклар жо- 
йини шундай узгартириш керакки, л;осил булган граф 
учларининг даражалари жуфт сон булсин. Масалан, бу

С

В

1.13-расм. 1.14-ра'см.

р (Л) 5, р (В) — 3, р (С) =  3, р (Ь) =  3.
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1.15-расм. 1 .16-расм.

граф 1.15-расмда ёки жойнинг натурал плани 1.16-расмда 
курсатилгандек булсин.

Графнинг ^ар бир учидан бир мартагина утиб, унинг 
барча учларнни айланиб чиг^увчи. Гамильтон ч и з и р и  куп 
жи^атдан Эйлер графига ухшашдир.

Д а р а х т - г р а ф л а р .  Таркибида цикллар булма- 
ган богланган граф дарахт-граф дейилади (1.17-расм). 
Бу таърифдан куйидаги 
натижалар келиб -чщади: 
биринчидан, дарахт-граф- 
да карралн к'йрралар-бул- 
майди (чунки каррали 
цирралар цикл ташкил 
этади), иккинчидан да- Ап А;.% Л13 
рахт-графнинг х4ар бир 
жуфт учини богловчи 
ягона занжир мавжуд.

Дарахт-графнинг бошланрич А 0 учини илдизи дейила
ди. Щуни айтиш керакки,' дарахт-графнинг ихтиёрий учи 
унинг илдизи була олади. Дарахт-граф элементлари со- 
нини ^исоблаш учун куйидаги теорема х-измат ^илади.

Учлари п та булган дарахт графнинг п—  1 та к;ирраси 
булади.

Дарахт графлар транспорт системалари билан бог- 
я щ  масалаларни ечишда жуда к;улай восита булиб хиз- 
мат цилади. Шу жумладан, у йуллар (магистраллар) 
цуриш масаласида му^им а^амиятга эгадир. Айтайлик, 
а холи яшайдиган п та пункт (масалан, ша^ар)ни узаро 
асфальт йуллар ёки темир йуллар билан туташтириш 
керак булсин. Ихтиёрий А ва В ша^арларни туташтирув- 
чи йулни 1̂ уриш з^аражати маълум булсин. Масала шун- 
дан иборатки, мумкин булган барча й^л тармок,ларидан 
энг арзони ^урилсин. Худди шунга ухшаш масалалар
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электр узатиш тармо^ларини, сув ва газ билан таъмин» 
лаш системаларини ва телефонлаштириш системаларини 
цуришда ^ам ^аралиши мумкин ва ^оказо.

Энди ^уйилган масалани ечамиз: цуриладиган тар« 
моцлар графи дарахт-граф булиши керак. Демак, п та 
ша^арни туташтириш учун п— 1 та йул к;уриш зарур. 
Дарахт-ечимни ясашда энг содда тежамкорлик ^оидаси’ 
дан фойдаланамиз. Бунинг учун ^ар ^адамда дарахт- 
нинг мумкин булган ^ирраларидан энг арзонини цуриш 
зарур. Шундай к;илиб, дастлаб энг кам ^араж ат билан 
цуриладиган йул билан икки ша^арни туташтирилади, 
сунгра унга навбатдаги мумкин булган к;ирралардан энг 
арзон цуриладигани давом эттирилади ва 'иш шу каби 
давом эттирилаверади. Шундай ясалган дарахт-граф 
энг тежамли дейилади. Тежамли граф орцали топилган 
ечим мумкин булган ечимлэрнинг ичида энг арзони экан- 
лигини исботлаш мумкин.

3- §. й у н а л и ш и  к ур сатил ган г р а ф л а р
Дар бйр циррасининг йуналиши курсатилган граф 

йуналиши курсатилган (ориентирланган) граф дейилади 
( 1.18-расм).

Йуналиши курсатилган граф
лар транспорт системаларини, шу 
жумладан, бир томонлама )<;ара- 
катли куча тармо^ларини анализ 
кнлишда фойдаланилади.

Йуналиши курсатилган граф
ларнинг му^им татби^ларидан 
бири тармо^ли планлаштириш ва 
бршкариш методларидан иборат.

1.118 -раем.

IV б о б
Э ^ Т И М О Л Л А Р  НАЗАРИЯСИ ВА МАТЕМАТИК С Т А Т И С Т И К А - 

КИНГ АСОСИЙ ТУШ У НЧ А ЛА РИ

1-§. Э^тимоллар назариясининг асосий тушунчалари
Э^тимоллар назарияси тасодифий ^одисаларни урга- 

нади. Баъзи бир шартлар бажарилганда руй бериши^ёки 
руй бермаслиги мумкин булган ходиса тасодифий %одисй
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деб аталади. Масалан, юкррига отилган танга ерга туш- 
ганда гербнинг келиб чи^иши тасодифий хрдисадир.

Тасодифий ^одисалар узининг руй бериши э^тимоли 
билан характерланади. Биз 1̂ уйида э^тимоллари бевоси- 
та ^исобланадиган тасодифий ^одисалар анализи билан 
шурулланамиз.

Агар ^аралаётган тажрибада тасодифий ^одисалар- 
нинг хеч ^андай иккитасинииг биргаликда р^й бериши 
мумкин булмаса, бундай хрдисалар биргаликда эмас 
(биргаликда булмаган) уодисалар дейилади-. Масалан, 
ю^орига бир мартагина отилган танга ерга тушганда бир 
вацтнинг узида унинг герб томони ва герб булмаган то- 
мони келиб чи^иши мумкин эмас. Демак, бу ^одисалар 
биргаликда эмас.

Дар бир тажрибада тасодифий.хрдисалардан истал- 
гаи бирининг руй бериши мумкин булиб, бу ^одиса билан 
биргаликда булмаган бирор Йошка ^одисанинг руй бе- 
риши мумкин булмасин, бу з^олда тасодифий ^одисалар 
т$лщ группами ташкил килади дейилади.

Биз тенг имкониятли биргаликда булмаган ^одиса- 
ларнинг тулиц групиасини ^араймиз. Бундай зрдисалар- 
ни доллар (ёки имконлар) деб атаймиз. Бундай группа.-' 
нинг ^одисаси (зфли), агар унинг ру-й бериши натижасида 
А ^одисанинг руй бериши келиб чицадиган булса, А хо- 
дисанинг руй беришига ^улайлик яратувчи (турдирувчи) 
^одиса (з^ол) деб аталади. Масалан, яшикда 3 та кук ва
5 та к;изил шар бор. Яшикдан биттадан цизил шар олиш 
зрдисасини А зрдиса деб ^араймиз. У зрлда биттадан 
шар олиш доллар и жами 8 та, аммо А зрдисанинг руй 
беришига цулайлик яратувчи имконлар 5 та, чунки яшик
да 5 та 1̂ изил шар бор эди.

А зрдисанинг р эутимоли деб А ^одиса руй беришига 
^улайлик турдирувчи холлар (имконлар) сони пг нинг 
тенг имкониятли, биргаликда булмаган зрдисалар тулик; 
группасини ташкил этувчи барча мумкин булган доллар 
сони п га нисбатини айтилади ва символик равишда к;у- 
йидагича ёзиладй:

Р{А)  — р  =  . (4.1)

К$финиб турибдики, ^одисанинг р эдтимоли. манфий 
булмаган сондир, яъни р ^ О .  (4.1) тенгликда от <  д 
булгани учун А  ^одисанинг э^тимоли х;ар доим р .< 1 
тенгсизликни каноатлантиради.
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Шундай цилиб, эдтимолнинг таърифидан унинг ушбу

0 < / ? < 1  (4.2)

муносабатни ^аноатлантириши келиб чи^ади.
Агар бирор з^одисага тенг имкониятли бирорта бир

галикда эмас з^одисаларнинг тулик; группасини ташкил 
этувчи барча доллар ^улайлик турдирса, бундай з^одиса 
м у щ р р а р  цодиса  деб аталади ва унинг руй бериши эз^ти- 
моли бирга тенг булади. Агар тенг имкониятли, бирга
ликда эмас з^одисаларнинг тули^ группасини ташкил 
этувчи барча п з^олнинг з е̂ч бири А зрдисага ^улайлик 
тугдирмаса, бундай з^одиса р у й  б ер и ш и  м у м к и н  б у л м а га н  
%одиса дейилади. Унинг э^тимоли нолга тенг булади.

Агар иккита з^одиса биргаликда булмаса ва тули^ 
группани ташкил ^илса, улар щ р а м а - щ р ш и  тасодифий  
у о д и са ла р  дейилади. Бирор А  з^одисага 1̂ арама-^арши 
з^одисани.Л орцали белгиланади. Масалан, ю^орига отил
ган танга ерга тушганда унинг герб томони ва герб бул
маган томонининг тушиш з^одисалари узаро 1̂ арама-^ар- 
ши з^одисалардир. Узаро ^арама-^арши з^одисаларнинг 
эз^тимоллари ушбу

Р(Л) =  1 - Р ( Л )  (4.3)

формула билан ани^ланади.
п  та биргаликда булмаган ва тулик; группа ташкил 

этувчи з<;одисалар эз^тимолларининг й и р и н д и с и  бирга 
тенг булади, яъни

П
=  А  + -Р 2 +  • ■ ■ - \ -р п ~  1. (4.4)

/—1
Энди эз^тимоллар устида баъзи амалларни цараймиз.
Иккита Л, ва А 2 з«;одисанинг йигиндиси деб, бу з^о- 

дисалардан камида биттасининг руй бгришидан иборат. 
А х +  Л 2 ходисага айтилади.

Эз^ т и м о л  л ар  ни к у ш и ш  т е о р е м а с и :  а г а р  
А х А 2 . . .  Ап ^ о д и с а л а р  б и р г а л и к д а  б у л м а с а ,  у  
% олда  у л а р  й и г и н д и с и н и н г  э ^ г п и м о л и  ш у  ^ о д и с а л а р - 
н и н г  р у й  б ер и ш  з ^ п г и м о л л а р и  й и г а н д и с и г а  т е н г  б у 
л а д и ,  я ъ н и

Р ( А 1+ А 2 +  . . .  + А п) ~ Р ( А , )  +  Р (А 2) +  . . .  +
+  Р( Ап) (4.5)
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Бу тенгламани кискача бундай ёзиш дам мумкин:

р(2 л) = 2 />(-4'>- (4;б)\ 1=1 ■ / (=1
Агар А  зодисанинг руй бериш э^тимрли В  додисанинг 
руй беришига ёки руй бермаслигига боглик булмаса, 
у ^олда А  кодиса В  ^одисага бдглиц эмас (боглик 
булмаган) дейилади. Масалан, яшикда бир неча кук ва 
Кизил шарлар бор. Яшикдан ихтиёрий олинган битта 
шарнинг кизил булишини А  >;одиса, кук шар булишини 
В  зодиса десак, у х,олда А  ходиса ва В  ^одисалар 
узаро боглик булмаган х,одисалар булади,

Э ^ т и м о л л а р н и  к у п а й т и р и ш  т е о р е м а с и :  
Узаро бог'лщ булмаган А и 'А 2, . . .  А п цодисаларнинг 
биргаликда руй  бериш э^тимоли шу ^одисаларнинг  
руй  бериши э^т имоллари купайтмасига тенг, яъни

Я (А  , Л  , .  . Ап) =  Р(А, ) -Р(А, )  , . . Р ( А п). (4.6)
Бу (4.6) дан куринадики, /?.(Д-) ^  1 булгани учун боглиц 
булмаган додисаларнинг биргаликда руй бериш эх;ти- 
моли уларнинг сони п ортиши билан кескин камаяди. 
Масалан, кар бирининг руй бериш гдтимоли 0,8 га 
тенг 10 та^заро  боглиц булмаган кодисанинг биргаликда 
руй бериш э^тимоли э^тимолларни купайтириш теоре- 
масига асосан

Р  =  0,8-0,8-0,8 . . .  0 , 8 -  0,1
Го та

булади.
Тасодифий х;одисаларнинг бу хоссасини амалйй фао- 

лиятда эътиборга олиш зарур.
Эх;тимоллар назариясида тасодифий х;одисаларнинг 

шартли э^тимоли катта ахамиятга эга.
А  кодисанинг В  кодиса руй беради деган шартда 

руй бериш эх;тимолини Р(А/В)  билан белгилаймиз ва 
В  шартида А  ^одисанинг шартли эцтимоли  деб атай- 
миз.

М и с о  л. Яшикда 3 та кук ва -5 та кизил шар бор. 
Ящикдан битта шар олинади (биринчи олиш), ундан 
кейин яна битта шар олинади (иккинчи олиш), В  кодиса 
биринчи олишда кизил шарнинг келиб чикиши, А  ходиса 
эса иккинчи олишда кизил шарнинг келиб чициши бул
син.
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Агар В  ходиса руй берган булса, яъни биринчи 
олишда цизил шар келиб чиццан булса, А  додисанинг 
руй бериш э^тимоли

Р  ( А / В )  =  у

булади.
Агар В  додиса руй бермаса, яъни биринчи олишда 

кук шар чиццан булса, А  ходисанииг руй бериш э^ти- 
моли

Р (А В) « 1

булади.
Узаро биргаликда булмаган А ва В  додисалар учуй 

Р (А!В) =  0, узаро боглиц булмаган ^.одисалар учун эса 
Р(А/ В)=^Р(А)  тенглик уринли булади.

Т а с о д и ф и й  у з г а р у в ч и  м и к д о р л а р .
Агар узгарувчи X  мивдорнинг х,ар бир х к цийматига 

х к цийматни цабул цилишининг маълум Рк (хк) з^тимоли 
мос келса, у ^олда X узгарувчи мивдор дискрет тасо
дифий мивдор дейилади, бунда

П , '
2 ] Рк (**) =  Л  (^1) +  Р-1 (Х2) ,+ . . . +  Рп ( Х п)  =  1. 
к=1

Рк{хк) эдтимолнинг х к билан функционал богланиши 
дискрет тасодифий мивдорнинг э^т им эллари  тацси- 
мот цонуна  дейилади.

Тацсимот конуии жадвал усулида берилиши мумкин:

Тасодифий мивдорнинг мумкин 
булган цийматлари *1 Х'2 х п

Бу цийматларнинг эх,тимол- 
лари А Рг Рк

Тацсимот цонуни э^тимоллар таксимоти купбурчаги 
куриниищда график усул билан ^ам берилиши мумкин 
(1.19- раем).



р

1. 19-расм. 1

Тацсимот цонуни аналитик усулда хам берилиши 
мумкин:

Рь =  / { Х к ) .  Ь =  1, 2, 3 .............
Дискрет тасодифий мивдорнинг математик кут и

лиши  (урта циймати) деб тасодифий мивдорнинг барча 
мумкин булган щйматлари билан бу ь,ийматлар эдти- 
моллари купайтмаларининг йириндисига айтилади ва

М[ Х]  = х 1р 2 +  х 2р 2+  . . .  + х пр п 
ёки, цис^ача,

п
Щ Х ] = ' % х * Р к  (4.7)

А=1
куринишда ёзилади.

Математик кутилишни тасодифий мивдор э^тимол- 
лари тацсимотининг маркази  дейилади.

Математик кутилиш учун куйидаги иккита теорема 
уринлидир:

1. Тасодифий м щ дорлар  йигандисининг матема
тик кутилиши уларнинг %ар бирининг математик  
кут илиш лари йигиндисига тенг булади:
М [ Х 1+ Х 2+.  . . + Х п ] = М [ Х 1] + М [ Х 2} + .  . . + : М[Хп].

(4.8)
2. Узаро 6 о р л щ  б у л м а г а н  тасодифий м и ц д о р л а р  ку-  

пайтмасининг математик кут илиш и у л а р н и н г  математик 
кут илиш лари  кС/пайтмасига тенг бул а д и :

М [ Х Г Х 2 . , .  . . . М [ Х а]. (4.9)



X  тасодифий мивдорнинг дисперсияси деб тасодифий 
мивдор билан унинг урта вдймати (математик кутилиши) 
орасидаги айирма квадратининг урта вдйматига (мате
матик кутилишига) айтилади:

П .
П [ Х ] ^ М [ ( Х - М { Х ) Ц  = 2  (** - М [ Х \ У р к, ( 4.90

к = 1
Дисперсия тасодифий мивдор квадрати улчамида бу

лади. Баъзан тасодифий мивдор вдйматларининг тар- 
ковдик характеристикаси учун улчами тасодифий мивдор 
улчами билан бир хил булган мивдордан фойдаланиш 
^улай булади. Бундай мивдор тасодифий мивдорнинг рр- 
та квадратик четланиши дейилади ва

*[Х] -  ■, 1 Щ )
ё,<и ёйиц куринйшида

=  V  Ъ ^ ~ м \х -̂Рп . (4л°)/г — 1
тенглик билан ифодаланади.

Шуни айтиш керакки, узгарм’ас мивдорнинг диспер
сияси нолга тенг булади.

М и с о л . X  тасодифий мивдор цуйидаги жадвалда 
берилган та^симот ^оиуни билан берилган.

XI 0 1 2 3 4

Р 1 0,2 0,4 0,3 0,08 0,02

а) Шу тасодифий мивдорнинг а) математик кутили
ши, б) дисперсиясини, в) урта квадратик четланишини 
анивдансин.

Е ч и ш. ,
а) М [ Х } ~ 0-0,2 .4- 1 -0 ,442-0 ,3  + 3-0,08+4-0,02=1,32,
б) Каралаётган тасодифий мивдорнинг дисперсияси 

Куйидагича анивданади:
5

В  [X] Ц  2  (х1г- М  {.Х\ У- рк =  ( -  1,32)2 0,2 +  ( -  0,32)2Х

X 0,4 +  (0,68)2-0,3 +  (1,68)2-0,08 +  (2,68)2-0,02 =  0,8976 
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в) У рта квадратик четланиш куйидагича анщ ланади :

о (X) = / В \ Х \  =  /0 ,8 У 7 6 = =  0,9474.

Амалда узаро борлиц булмаган тасодифий миадорлар 
йириндиси дисперсияси х,акидаги теорема мудим а^а- 
миятга эга: узаро бог лиц  булмаган тасодифий миц- 
дорлар йигиндисининг дисперсияси уларнинг диспер- 
сиялари йигикдисига тенг булади.

2- §. Тацсимот функцияси ёки такскмот цонуилари 

Агар
Шт Р ( х < х < ?  + Ьх) =  / { х )  (4. 11)

тенгликни ^аноатлантирувчи у =  / ( х )  функция мавжуд 
булса,  у *олда бундай / ( х )  функция X  тасодифий мик- 
дорнинг э^тимоллари так симотинингзиялиги  дейилади.

Бирор X  (— оо <  X ' <  со) тасодифий микдорнинг так- 
симот зичлиги / { х )  булсин,  у холда

X ......
Р (х) — |  / ( х )  й х  (4.12)

— оо ■

фун кц ия  э^т им оллар тацсимоти функцияси  ёки тац- 
симотнинг интеграл /{окуни дейилади.

Дискрет тасодифий микдор учун таксимот функцияси 
унинг X  дан кйчик булган х и кийматлари э^тимоллари- 
нинг йириндисига тенг:

р (х ) *  (4.13)
X. <Х  , Ук

Тасодифий миадорлар таксимот цонунлари орасида 
знг мудимлари куйидагилардир:

3. Т а ^  с и м о т н и н г  б и н о  ми  а л  к о н у н и. Бунда 
X  тасодифий микдор э^тймоллари

р,*=С'яр г (1 ~ р ) " - г  (4.14)

булган 0, 1, ,2 . . .  , г  бутун цийматлар кабул  килади, 
бу ерда

, л \
с» =  ;■[(„_ г)| . п ~  бутун мусбат сон.
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Биномиал тацсимот функцияси
Г

р , =  2 с - р^ ' - - р ) (4.15)

куринишда булади.
2. Т а ц с и м о т н и н г  П у а с с о н  к о  ну  ни.  Бунда 

тасодифий 'миздор э^тимоллари

булган г =г= 0 ,1 , 2, . . . .  бутун кийматларни ь;абул ки- 
лади, бу ерда а мусбат параметрдир.

Пуассон та^симоти функцияси

куринишда булади.
Шуни айтиш кёракки, таь;симотнинг биномиал ва 

Пуассон цонунларида тасодифий микдор фацат дискрет 
(узлукли) кийматларни ь;абул цилади.

3. Т а к с и м о т н и н г н о р м а л ( Г а у с с )  к о н у н и. 
Куп тасодифий ми^дорлар, масалан, бирор марказдан 
уцнинг туши и нуктасининг узоклиги буйича четланиши 
ёки куп механизмларда деталларнинг ейилиш каттали- 
ги ва доказолар

формула билан ифодаланувчи э^тимоллар тацсимоти 
зичлигига эга булади.

Бу з^олда тасодифий мивдор нормал (Гаусс) тацси- 
мот цонунига, буйсунади деб айтилади (1.20- раем).

>^ар хил тасодифий ми^дорлар орасидаги борланиш- 
ни ани:<лаш жуда катта амалий а^амиятга эгадир.

Процессларнинг борланганлигини (корреляциясини) 
корреляция коэффициента т ани^лайди. X  ва У  дискрет 
тасодифий мивдорлар орасидаги богланишни уларнинг 
корреляция (богланиш) коэффициента деб аталувчи 
ва ушбу

(4.16)

Г к
(4.17)

(4.18)

М [ ( Х — М[ Х] )  ( У — М [ Г \ ) (4 .19)
у О ( Х )  ■ / О ( Г )
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У

->~х
■ О Мо

1. 20-расм.

формула билан ^исобланувчи катталик харахтерлайди, 
бу ер да р ч (г' =  1,2, . . .  , п\ у =  1,2, . . . , т) х  =  х,,  
у=у^тенгллкларнингбир вацтда бажарилиш э^тимолидир.

(4.19) формулани цуйидагича ёйиб ёзиш мумкин:

тенгсизликни исботлаш мумкии.
Корреляция коэффициента 1 X ва V тасодифий мик;- 

дорларнинг узаро богланганлигини статистик характер- 
лайди. Агар х = 0 булса, узгарувчилар <заро боглан- 
маган булади. Э^тимоллар назариясининг энг кучли 
методларидан бири — корреляцион анализ ана шунга 
асослангандир.

3- §. Математик сгатис гнх ани яг  ас о с я й  т у ш у н ч ал а р и

Э^тимоллар назарияси 'реал процессларни (жараён- 
ларни) статистик анализ килиш билан шугулланувчи 
математик статистика методларига асос булади.

Математик статистикада тасодифий ^одиса э^тимоли 
ролини ^одиса руй б^ри и сони щ нинг кузатишларнинг 
умумий сони N  га иисбати билан адикланувчи

п т
2  V  ( х 1- М [ Х ] ) { у ] - М [ Г \ ) р 11 
1=\ У—1 (4.20)

V В [ Х ]  ■ /  В  [ У\

Корреляция коэффициента учун ушбу
(4.21)

(4.22)

нясбш  чгс!по:пг бажаради .
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Тасодифий ^одисаларни анализ 1̂ илиш учуй матема
тик статистикада цуйидаги характеристикадан фойда- 
л'ананилади:

1. У р т а а р и ф м е т и к  р  й м а т:

К,улайлик учуй тасодифий миадорлар дисперсиясини 
частоталар ор^али ёзиш мумкин:

__ /?) (Х| — 5 д-)2+ и 3 (Х| — 8 Х)2 ■.. +  пи (х], — §х)2
П\ +  «2 +  • - • +

Лекин шуни ^ам эътиборга олиш керакки, тасодифий 
миадорларнинг урта арифметик ^иймати уларнинг реал 
та^симот картинасини жуда бузиб курсатади. Масалан,
6 та 12 {^аватли, 4 та 6 ^аватли ва 2 та 2 ^аватли бино- 
ларни ^уришда ^аватларнинг уртача ^иймати

булиб, у ъщ щ ат ш  очивдан-очи^ бузиб курсатади.
Шунинг учуй математик статистикада урта арифме

тик, циймат билан бир ^аторда тасодифий мивдорнинг 
боища характеристикалари ^ам цулланилади.

2. Узлуксиз тасодифий мивдорнииг медианаси (Ме) 
деб, унинг узгариш интервалидаги урта ну^тадаги ций- 
матига айтилади.

3. Узлуксиз тасодифий мивдорнинг модаси (Мо) деб, 
унинг та^симот конуни эгри чизигининг максимал орди- 
натага эга булган нуцтасининг абсциссасига. айтилади 
(1.20-расм).

Лекин медиана ва мода тушунчалари ^ам тасодифий 
микдор узгаришини мустацил характерлай олмайди. Шу
нинг учун ю^орида курсатилган учта характеристикани 
бирданига к,улланиб, ^аралаётган процесс ^а^ида тула- 
роц тасаввурга эга булиш мумкин.

к

/2] -}т /22 Х'2 И- . . . /2,% 11 к  

пх •-)- п2 +  • . . +  ПК (4.23)
1—1 1

п
' V  Щ (X;— 5Ж)2

О  =  а2 [ X ]  '= 'Ы П

■ -  6-12 +  4-5 +  2-2 _
а 6 + 4 + 2
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Статистик кузатииглар (улчашлар) натижаларини ифо- 
далаш учун улуашлар натижасида х;осил буладиган 
статистик материаллар'ни иккита сатрдан иборат килиб 
биринчи сатрга улчаш номерлари I ни, иккинчи сатрга 
эса улчанадиган X  микдорнинг л;осил цилинган х,- ^ий- 
матлари ёзилади:

1 1 2 3 4 1 п

X I х 1 Х-2 х 3 лг4 X I Х„

Бундай жадвал оддий, статистик цатор деб ата- 
лади. Улчашлар сони п жуда' катта булганда бундай 
жадвалга жойлаштирилган статистик материални куздан 
кечириш цийин ва, демак, уни та^лил килиш кийин- 
лашади. Шунинг учун ^осил килинган оддий статистик 
каторни группаларга ажратилади. Бу иш цуйидагича 
олиб борилади. X  микдорнинг ^осил ^илинган киймат- 
лари бутун !;нтервалини узаро тенг (а0, а х ),(аи а.2), , . . , 
(ай_ , ,  ак) кичик интервалларга ажратамиз ва х  микдор
нинг (ак—1, а /г) интервалларга тугри келадиган (тушади- 
ган) тк кийматлари сонини ^исоблаб чицамиз. Ушбу

сон (аА—1, ак) интервалга мос булган нисбий частота- 
дир,бунда

к

к=1
экани равшан.

Шундай ишлаб чикиш натижаларига асосан учта 
сатрдан иборат булган жадвал тузамиз. Биринчи сатрда 
ак нинг ^сиб бориш тартиби буйича интервалларни, 
иккинчи сатрда уларга мое булган тк сонларни, учинчи 
сатрда р'и частоталарни курсатамиз.

Группаларга ажратишни геометрик тарзда дам тас- 
вирлаш мумкин. Бунинг учун Ох  укда а 0, а и а 2, . . . , 
а к нукталарни белгилаймиз. Сунгра [ак—\ , .а к\ кесмани 
асос килиб, юзи р*к га тенг булган тугри туртбурчак



р

. а0 Оа, йг- а} а 4 а5 а6 а7 ад а$ х

1. 21-раем;

ясаймиз. ^осил цилинган шакл гистограмма  деб ата- 
лади (1.21- раем).

Гистограммаларга асосланиб, такрибий равишда ста-, 
тистик таксимот функция тузилади.

Математик статистикада тасодифий танлаш Тушун- 
часи муз^им а^амиятга эга.

Тасодифий танлашнинг хажми (узунлиги) унинг тар- 
кибидаги п та элемент сони билан аш-щланади.

Энди статистик микдорнинг ишончлилиги масаласи- 
ни ^араймиз. Статистик мицдорнинг ишончлилиги деб 
унинг ^аралаётган узгарувчининг реал ^ийматига мос 
келиши тушунилади. Буни катта сонлар ^онуни асосида 
текширилади. Катта сонлар ^онунига асосан, статистик 
натижаларнинг реал кузатишлар (улчашлар) натижаси- 
дан  кичик чет лаши ши э^ ти моли  кузатишлар сони N  ор- 
тиб бориши билан бирга (100%) га асимптотик як,инла- 
шади.

Шундай ^илиб, кузатишлар сони N ни етарлича катта 
Килиб танлаш йули билан статистик соннинг ишончлили- 
-гини 100% га исталганча якинлаштириш мумкин. N  сон
нинг кузланган ишончлиликка эришиши учун зарур буть 
ган кийматини номограмма ёрдамида аниклаш мумкин.

.3- §. Математик статистика методлари

1. Г и п о т е з а л а р н и  с т а т и , с  т и к  с и н а ш  м е 
т о д  и.  Тасодифий анализлар асосида ?^ар хил статистик 
гипотезалар тузиш мумкин (масалан, транспорт з^арака- 
тининг интенсивлиги з^акида ва з^оказо). Айтилган гипо-
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тезаларнинг ^ацицатга турри келишини синаш учун ца- 
ралаётган гипотезанинг эксперимент натижалари билан 
мое келишини ба^олайдиган му^аррарлик критерийла- 
ридан фойдаланилади. Кенг тарцалган мук;аррарлик 
к р п т е р н й л а р и д а н  ц у й и д а г и л а р н и  курсатиш м у м к и н :

а) Пирсон критерийси;
б) Стъюдент критерийси;
в) Фишер-Снедекор критерийси.
Бу курсатилган кригерийларнинг барчаси учун олин- 

ган экспериментал статистик натижаларга асосан гипо- 
тезани ^абул ^илиш ёки йувда чи^аришни курсатувчи 
^ийматлар жадваллари тузилган.

2 § Э к с п е р и м е н т  н а т и ж а л а р и н и  с т а т и с 
т и к  и ш л а б ч и к; а р и ш м е т о д  и. }^ар хил экспери
мент натижалари одатда айрим ^нйматлар (нукталар) 
тупламидан иборат булади. Булардан хулоса чи^ариш 
учун бу ну^таларни битта чизик; билан туташтириш ке- 
рак, бунда улчаш пайтида баъзи четлашишлар булганини 
эътиборга олиш зарур. Бу чизик, регрессия ч и з и р и  дейи- 
лади.

Регрессия чизирини  э н г  к и ч н к  к в а д р а т л а р  м ето д и  ёр-' 
д а м и д а  а н и ^ л а н а д и .

3. К о р р е л я ц и о н  а н а л и з  м е т о д и  энг кенг 
тар^алган статистик метод ^исобланади. У айни^са ай
рим тенденциянинг (масалан, ша^арларда автомобиль 
транспорти ^атновининг ортиб бориши, а^олининг уй- 
жойга булган талабннинг усиши ва ^оказо) ривожлани- 
шини олдиндан айтишда куп ишлатилади.

>^ар хил процессларни тавсифловчи икки тасодифий 
мик;дор орасидаги корреляция маълум булса, улардан 
бирининг (урганилганининг) ривожланиш тенденцияси- 
ни маълум тузатишлар билан иккинчисига (урганилма- 
ганига) татби^ 1̂ илиш мумкин.

Масалан, а^оли сонининг усиши жуда яхши урганил- 
ган. Бу билан жипс борланган ик,тисодий курсаткйчлар 
нисбатан оз урганилгандир. Шунинг учун и^тисодий 
процесслар ва а^олининг усишини ифодаловчи тасоди
фий мицдорлар орасидаги корреляцион борланишни ур- 
ганиш (аншугаш) ик,тисодий курсаткйчлар б^йнча му^им 
натижалар олишга имкон беради.

4. О м м а в и й  х и з м а т  н а з а р и я с и  (иавбатлар 
назарияси) э л е м е н т л а р и .

Оммавий хизмат назарияси статистик методларнинг
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му^им татби^ларидан >;исобланади. Амалиётнинг барча
со^аларида у ёки бу турдаги хизмат ^илишга навбат ту- 
рилади. Навбат икки хил контрагентдан иборат: клиент 
(хизмат ^илишга талаб) ва хизмат ^илувчи прибор.

Хизмат 1̂ илувчи приборнинг сонига 1̂ араб система- 
ларни бир-биридан фар^ ^илинади:

а) битта каналли (битта хизмат ^илувчи прибор би
лан);

б) куп каналли (бир неча хизмат ^илувчи прибор би
лан).

Навбат учта асосий параметрлар билан характерла- 
нади:

а) келувчи 01$им (талаблар) билан;
б)хизмат ^илиш механизми билан;
в) хизмат ^илиш интизоми билан.
Талабларнинг келувчи о^ими ^уйидаги элементларни

курсатнш билан берилади:
а) талаблар келиб тушншининг уртача интенсивлиги;
б) улар келиб тушишинннг статистик модели. 
Оцимнинг интенсивлиги (зичлиги) деб ва^т бирлиги-

да келиб тушган талабларнинг уртача сонига айтилади.
Талаблар келиб тушншининг моделига ва интенсив- 

лигига ^араб келувчи о^им ^уйидаги типларга ажрал.а- 
ди:

а) р е  г у л  я р  о к и м  (талаблар узгармас й =  ин-

тенсивликда биттадан келиб тушади);
Бундай о^имга лентали конвейер ёки >̂ ар ^андай уз- 

гармайдиган графикли система о^ими мисол була олади;
б) Энг содда ок;им (бунда талаблар бир-бирнга 6ор- 

ли^ булмасдан тасодифий равишда биттадан келиб ту
шади) ;

в) Д и с к р е т  о р м  (бунда талаблар вацтнинг 
дискрет моментларида келиб тушади);

г) С т а ц и о н а р  б у л м а г а н  о р м  (бунда та
лаблар интенсивлиги ва^т утиши билан узгаради);

д) У з л у к с и з  о ц и м  (бунда талаблар узлуксиз 
келиб тушади). Масалан, омборга келиб к;уйиладиган 
сукнушк ёки газлар о^ими узлуксиз булади.

Хизмат к;илиш механизми уч хил асосий факторлар 
билан берилади:

1. Хизмат ^илншга сарфланадиган вацт (яъни битта 
талабга хизмат ^илиш учун зарур булган вак>т оралири).
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2. Системанинг утказиш к;обилияти (яъни бир ва^т- 
нинг узида бараварига хизмат ^илиш мумкин булган 
талабларнинг максимал сони).

3. Хизмат цилиш интизоми (навбат танлаш интизо- 
ми деб ^ам аталади) икки хил категорияга булинади: 
приорнтетснз ва приоритетли хизмат к;илиш.

Приоритетсиз хизмат ^илиш талабларининг келиб 
тушиш тартибида бажарилади.

Приоритетли системалар анча к;изи^арлидир.
Приоритет деб навбатсиз хизмат ^илишга устун ^у- 

цуада эга булишга айтилади. Шунинг учун приоритетли 
системада бирмунча ю^ориро^ приоритетли талабларга 
олднн хизмат ^илинади.

Навбатли системанинг аницланадиган учта асосий 
характеристикасини ^араймиз: хизмат цилишни кутиш 
вацтининг- уртача ^иймати ва тацсимланиш даври; ва^т- 
нинг ихтиёрий моментида системадаги талаблар сонининг 
та^симланиши ва уртача к;иймати; хизмат ^илувчи при
бор бандлигининг так;симланищ .даври ва уртача-^иймати.

Системада талаб купайгани сари бу учта характерис- 
тиканинг >$ар бири усиш тендендиясига эгадир.

Навбатлар назарияси транспорт системаларини план- 
лаштиришда катта а^амиятга эга. Навбатли системалар- 
ни текшириш учун математик статистика методларидан 
фойдаланилади. Улар билан махсус адабиётдан тани- 
шиш мумкин.
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I I  р е м

СОНЛИ АНАЛИЗ МЕТОДЛАРИ

I б о б

ТЕНГЛАМАЛАРНИ ТАЦРИБИЙ ЕЧИШ 

3- §. Умумий мулоз^азалар

Маълумки, ^амма тенгламаларни ^’ам ани^ ечиб бу- 
лавермайди. Бу, биринчи навбатда, трансдендент тенгла- 
маларга, яъни номаълум трансдендент функциянинг ар
гумента булган тенгламаларга тааллу^лидир. 
Шунингдек, бешинчи ва ю^ори даражали ^ар 1̂ андай 
алгебраик тенгламанинг радикалларда ечилмаслиги ис- 
ботланган. Биро^ тенгламаларни аник; ечиш купинча 
шарт булмайди. Тенгламаларнинг илдизларини керакли 
ани^ликда топа олсак ва бунда йул ^уйилиши мумкин 
булган хатоликнинг чегарасини курсата олсак, тенглама
ларнинг илдизларини топиш масаласи амалда ^ал этил- 
ган булади.

Тенгламаларни тацрибий ечиш туррисида суз юрит- 
ганда, биз тенгламаларнинг ^а^и^ий илдизларини из- 
лашни назарда тутамиз.

Тенгламаларни так;рибий ечишда ^улланиладиган 
купгина усуллар аслида илдизни ани^лаштириш усули 
булиб, бу усулларни к;улланиш учун илдизнинг та^рибий 
кийматини аввалдан билиш керак булади. Илдизнинг 
кийматини та^рибий билиш учун график усуллар хизмат 
^илади. К,уйида шу график усуллар туррисида маълумот 
берамиз. 1\аралаётган тенглама ^уйидаги куринишда 
булсин:

! ( Х ) ~  0. (1.1)

Декарт координаталар системасида у=Цх)  функция
нинг графигини схематик чизамиз. Хосил цилинган эгри 
чизи^нинг Ох у^ билан кесишиш нуцталарйнинг абсцис- 
салари (1.1) тенгламанинг х;а^и^ий илдизларини беради.

Схематик график чизиб, сунгра тенгламанинг илдиз- 
лари ётадиган оралик;лар аницлангач, илдизларнинг ^ий-
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матини ани^лаштиришга киришамиз. Бунинг учун то- 
пилган орали^ларда графикни каттаро^ масштабда чи- 
зиб, фун'кциянинг кийматини аникрок ^исоблаб чи^амиз. 
Равшанки, бунда графикни абсдиссалар уки билан кеси- 
шиш нукталарини аникрок топамиз.

Илдизни график усулда излашни бош^а усул бил'ан 
^ам амалга ошириш мумкин.

Фараз килайлик, (1.1) тёнгламани
/ ,  (л) - = / 2 (х) (1.2)

куринишда ёзищ мумкин б^лсин. Бу х;олда у =  / 4 (х) ва 
У =  А  (х) функцияларнинг графикларини чизамиз. Бу 
эгри чизиклар кесишиш нукталарининг абсциссалари 
тенгламанинг илдизлари булади.

1- м и с о л .  х  — зшл: — 1 =  0 тенгламанинг илдизини 
тацрибан топамиз. Бу тенгламани х  — 1 =  зш х куриниш
да ёзамиз. у — з т  х  ва у = х  — 1 функцияларнинг гра
фикларини, яъни синусоида ва тугри чизикнинг графи- 
гини ясаймиз (2.1- раем). Ясалган графикларнинг кеси
шиш нуктаси х 1,9 булиб, тенгламанинг илдизи учун 
такрибан шу сонни олиш мумкин.

Энди илдизнинг кийматини аниклаштиришнинг ана
литик усулларини карайлик. Аввало, бу усулларда ил
дизнинг [а, Ь] кесмада эканлиги маълум деб олинади. 
Бу кесмани танлаш узлуксиз функцияларнинг хоссала- 
рига асосланган. Аникрок килиб айтганда, агар /{х)  
функция ёпик [в, Ь] кесмада узлуксиз булиб, кесманинг
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охирларида турли ишорали, яъни / (а ) - / {Ь )<  0 булса, 
у х;олда а дан Ь гача булган кесмада / ( х )  — 0 тенгла- 
нинг камида битта илдизи булади. [а, Ь\ кесмада фа^ат 
битта илдиз бор деб х;исоблаймиз, яъни кесмани етарли 
кичик килиб оламиз. Бундай [а, Ь\ кесма илдизни як- 
калаш интервала дейилади.

Илдизни яккалаш интервалинн кичрайтиришнн жуда 
содда усул билан амалга ошириш мумкин. Илдизни як
калаш интервалидан битта с нукта танлаб оламиз (одат- 
да с нукта учун функциянинг кийматини кисоблашни КУ' 
лайрок килиш максадида интервалнинг уртасини ёки 
интервалнинг уртасига якинрок нуктани олинади) ва бу 
нуктада функциянинг кийматини ^исоблаймиз. Бу колда 
илдизни яккалаш интервали иккига ажралади:

[а,/{с)\ ва [/{с), Ь\.
Юкоридаги кесмалардан кайси бирининг охирларида 

}(х) функция турли ишорали булса, шунисини илдизни 
янги яккалаш интервали учун кабул-киламиз.

Шу усул билан илдизни яккалаш интервалини истал- 
ганча кичрайтириш мумкин, яъни {(х)=0  тенгламанинг 
исталганча аникликдаги Илдизини топиш мумкин. Бир 
вактнинг узида такрибий ечимнинг аниклик даражасини 
баколаган х,ам буламиз, чунки илДиз охирги яккалаш 
интервалининг охирлари орасида булади. Бирок бу усул 
содда булищига карамасдан, илдиз яккалаш интервали
ни кетма-кет кичрайтириб бориш }̂ ар доим куллайверил- 
майди, чунки бу усул куп кисоблашларни такозо килади.

Илдизни аниклаштиришнинг бошка усулини курай- 
лнк. Бу усулларни кулланишда {(х) функция [а, Ъ] кес
мада куйидаги шартларнн каноатлантиради деб фараз 
К и л а м и з :

1) \(х) функция камда унинг биринчи ва иккинчи тар- 
тибли косилалари узлуксиз;

2) }(х) функция кесманинг охирларида турли ишора
ли;

/ {а ) - /{Ь)<  0;

3) биринчи ва иккинчи тартибли х,осилалар ишора 
сацлайди.

Бу шартлар \а, Ь\ кесмада / ( х )  функциянинг битта 
ва факат битта илдизи борлигини таъминлайди. Хаци- 
катан ^ам, 1) ва 2) шартлар [а, Ь] кесмада камида
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битта илдиз булишини таъминласа, 3) шарт / ( х )  функ
ция \а, Ь] кесмада монотон булишини, демак, бу ин- 
тервалда фа-цат битта илдиз мавжуд булишини курса
тади.

Шуни *ам айтиш керакки, биз фацат мусбат илдиз- 
ларни излаш билан чекланишимиз мумкин. Манфий 
илдизларни излаш масаласи эса л: урнига — х  ни цуйиш 
оркали мусбат илдизларни топишга келтирилиши мум
кин,

Бундан буён биз [а, Ь] кесмада юкорида санаб утил- 
ган 1) — 3) шартларни бажарувчи / { х )  функцияни-на- 
зарда тутамиз.

2- §. Ватарлар усули ва уринмалар усули

Тенгламаларни тацрибий ечишнинг купроц тарцал- 
ган усуллари ватарлар усули ва уринмалар усулидир.

Ватарлар усулининг гояси цуйидагига асосланган: 
у = / ( х )  функция етарли кичик [а, Ь] кесмада, маълум 
бир такрибийлик билан, чизицли -узгаради деб царалади. 
У >^олда у = / ( х )  функциянинг [а, Ь\ кесмадаги графи- 
гини тугри чизиц — ватар деб олиш мумкин. Илдизнинг 
тацрибий киймати учун шу ватарнинг Ох ук билан 
кесишган нуцтасини олиш мумкин.

Бу усулнинг - маъносини ойдинлаштириш учун 
2.2-расмга мурожаат цйламиз (2.2- раем) \а,Ь\  кесмада 
у =  / ( х )  функциянинг графигиии ясаймиз. Тенгламанинг
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^ациций илдизи у =  / (х) эгри чизиц билан абсциссалар 
уцйнинг кесишиш нуцтаси А  нуцтанинг абсциссаси була
ди. ММ'  эгри чизицни ММ'  ватар билан алмаштириб, 
илдизнинг тацрибий циймати учун ватарнинг абсциссалар 
уци билан кесишган нуцтаси В  нинг абсциссасини ола
миз. М (а,/(а))  ва М' (Ь,/(Ь)) нуцталардан утувчи тугри 
чизикнинг тенгламасинн ёзамиз:

У „ Х ~ а , ,  т
/(Ь) — /  (а) Ь — а ^

В нуцтанинг абсциссаси / (х )  — 0 тенгламанинг тац- 
рибий илдизи булиб, тугри чизицнинг тенгламасида у =  0 
дейилса, келиб чикади. У з'олда цуйндагига эга була- 
миз:

у — а {Ь-а)Па)  /, ,ч
1 / ( 6) —  /  ( а )

ёки
г  — а /  ( 1>) Ь /  (а) -

1 / ( & ) - / ( * )  ■ ;
Каралаётган тугри чизицнинг тенгламасинн цуйидагича 
ёзиш мумкин:

■ У —  / ( 6 )  х — Ь 
/ ( а ) ~ / ( * )  я  — Ь~

Бу ерда у =  0 деймиз, унда. цуйидаги формулага эга 
буламиз:

х  А __ / ( 6 )  (Ь а) „ч
' 13 / ( Ь)—/(а ) '

Куриниб турибдики, (1.4) ва (1.6) ифодалар айнан бнр 
хилдир. Биз улардан цайси бири цулайрок; булса, уша- 
нисидан фойдаланаверамиз.

Хосил цилинган х 1 ни илдизни ватарлар усулида 
аницлаш учун яна ишлатиш мумкин, бунда [а, х\\ ва 
[хи Ь\ кесмалардан биттаси танлаб олинади. Кесмани 
танлаш учун улардан цайси бирининг охирларида / ( х , )  
функция ишора алмаштирса, шунисини олиш керак бу
лади.

1- м и с о л .  Ватарлар усулида / ( х )  — х 3 —■ 2х2 +  
+  Зх —• 5 =  0 тенгламанинг мусбат илдизи топилсин.

Дастлаб функциянинг турли нуцталардаги ишораси- 
ни аниклаймиз. ^исоблаш натижаларини биринчи жад-



валда х,исобларнинг олиб борилиш тартибида келтира- 
миз.

1 - жа д в а л

X 0 1 2 1,5 1,8 1,9

/(■*) — — '+ — — + ,

Жадвалдан куринадики, функция [1,2] кесмада ишора- 
сини алмаштирар экан, бирок бу кесма анча катта. 
Кесмани янада торайтириш [1,8; 1,9] натижага олиб 
келади. Бу кесмада / ( х )  функция учун 1- § даги 1) — 
— 3) шартлар бажарилади ва шу сабабли ватарлар 
усулини татбик; циламиз. Функциянинг кийматини з̂ и- 
соблаш куйидаги натижани беради:
/ (1 ,8 )  =  1,83 — 2• (1,8)2 + 3 - 1 ,8  -  5 =  5 ,832-2 -3 ,24  +  3-1, 

8 — 5=5,832 — 6,48 +  5,4 — 5 =  — 0,248;
/ ( 1 , 9 ) — 1,93—2-(1,9)2+ 3 - 1,9 — 5 — 6,859 — 2-3 ,61+3-1 ,9—

— 5=6,859—7,22 +  5,7—5 =  0,339.

(1.6) формулага асосан цуйидагини х;осил циламиз:
(1,9— 1,8)г (1) х  х 1,9 1,843.

0,839 +  0,248

х =  1,843 булганда функциянинг кийматини дисоблаб, 
/(1,843) =  0,00427 <  0 эканлигини аниклаймиз. Бундан 
илдизнинг (1,843; 1,9} кесмада эканлиги келиб чикади. 
Щу кесмага яна ватарлар усулини цулланиб, куйида- 
гини х;осил циламиз:

(0,057 — 0,339)У(2> х  1 1,9 1,84-37.0,339 +  0,00427

Функция цийматини х;исоблащ куйидаги натижани бе
ради:

/ ( 1 ,8 4 3 7 ) =  1.94373 2-1,8437 4  3-1,8437 -  5 =  6 ,2660 -  
-6 ,7 9 8 4 + 5 ,5 3 0 1 - 5 = - 0 , 0 0 2 3  <  0;

/(1 ,8438)=  1,84383—2-1 ,843843-1 ,8438—5 =  6,2682—
— 2-3,3996 +  3-1,8438 -  5 =  0,0002 >  0.

Илдизни х  =  1,84375 деб олсак, йул куйиладиган ха- 
толик 0,0005 дан кичик эканлигини курамиз.
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Ватарлар усулини урганишни давом эттиришни кел- 
гуси параграфгача тухтатиб, уринмалар усулининг эле- 
ментар баёнига киришамйз. Уринмалар усулини Ньютон 
усули  деб ^ам юритилади.

/ ( х )  =  0 тенглама берилган булсин. [а,Ь] кесмадан 
бирор с нуцта оламиз ва бу нуцтада функция графигига 
уринма утказамнз. Уринма (с, / ( с) )  нуцтадан утганлиги 
учун унинг тенгламаси цуйидагича булади:

у — / ( с )  = / '  (с) (х -  с).
/ ( х )  =  0 тенгламанинг тацрибий илдизи учун урин- 

манинг Ох ук билан кесишган нуктасининг абсциссаси- 
ни оламиз. Уни топиш учун тенгламада у =  0 деймиз 
ва тегишли абсциссани х;исоблаймиз:

/(С) (1.7)Хо

(2.3- расмга цараиг, у ерда с — Ь деб олинган).
Энди с нуцтани танлаш масаласи цолди. 2.3- расмда 

с=Ъ деб олинган. Бу долда куриш цийин э м а с к и /^ с )  > 0  
ва / "  (с) >  0 булади, чунки эгри чизиц ботиц. Одатда 
с =  а ёки с =  Ь деб олинади, бунда функциянинг би
ринчи тартибли ^осиласининг ишораси ва функциянинг 
иккинчи тартибли досиласининг ишораси бир хил були- 
ши шарт, яъни с нуцтани шундай танлаш шартки,

/ ' ( с ) / " ( с ) >  о

М(а,Щ

2. 3-расм.



булсин. Бу долда / ( х )  -- 0 тенгламанинг уринмалар 
усули билан изланаётган тацрибий илдизи [а, Ь] кесмада 
булишини, яъни

а <  х 2 <  Ь
булишини куйида исбот циламиз.

Илдизни аникрок топиш учун худди ватарлар усули- 
дагидек, [а, я ,]  ёки [х2, Ь\кесмалардан бирини танлай- 
миз ва яна уринмалар усулини татбиц циламиз.

2- м и с о л .  1- мисолдаги тенгламани олайлик:

л:3— 2х2 4  Зх — 5-= 0.

Бу ерда / '  (х) =  Зх2- А х + 3  >  0 ва / "  (х) =  6х — 4 >  0, 
чунки биз [1,8; 1,9] кесмани танладик. Агар с =  а деб 
олсак, у х о л д а / (< ? ) /" (с) <  0 булади, чунки /(1 ,8) <  0. 
А г а р с  =  6 деб олсак, / ( ? ) / "  (с) > 0  булади, демак, 
уринмани с ~ Ь нуцтадан утказиш керак экан. (5) фор- 
мулага асосан куйидагини топамиз:

1 . 9 1 , 8 4 6 ;

/(1 ,846) -  1,846® -  2 - 1,8462 +  3-1,846 -  5=6,2912 -
— 2-3,408 + 3-1,846—5= 0 ,0132булгани учун [1,8; 1,846] 
кесмада уринмалар усулини кулланиш мумкин. Бунда 
с — 1,846 деб олиш керак. Яна (1.7) формулага асосан 
куйидагини топамиз: -

=  1,846 - р ®  1,8438.

1- мисолда курганимиздек, бу ерда хатолик 0,0001 
дан катта эмас.

3- §. Итерация усули

Куп долларда тенгламани ечишда итерация (кайта- 
риш) усули жуда кулай ^исобланади. Бу усулни кул
ланиш учун берилган тенгламани

х  =  у (х )  (1.8)

куринишда ёзиб олиш кер.ак. Айтайлик, бирор усулда 
илдизни яккалаш интервали [а, Ь] топилган булсин. х 0 
учун шу кесманинг ихтиёрий нуктасини оламиз (нолин-
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чи якинлашиш). Навбатдаги якинлашишга утиш учун
(1.8) ифоданннг унг томонида х , урнига х 0 ни цуямиз:

х г = 9 (х о)-
Навбатдаги якинлашиш куйидагича давом этади:

•** =  <р(*а).

Хп — ф {Хп—-1).

Агар х 1, х 3, . . .  , х п, . . .  кетма-кетлик а  лимитга 
эга булса, яъни Итхп =  х  булса, х  тенгламанинг илди-

/2->со

зи булади. ^акицатан х;ам, ср (х) ни узлуксиз функция 
деб куйидагига зга буламиз:

х  =  \\т х п = Иппр (х„_,) =  ср (Итл:я_ , )  =  <р(х).
П~>оо п  оо П-уоо

Демак, х  тенгламанинг илдизи экан. Шу сабаблих„ 
лардан бирортасини тенгламанинг тацрибий илдизи деб 
Кабул цилиш мумкин. Бирок х 1 х.2, . . .  , х п, . . . кетма- 
кетлик лимитга эга булмаслиги мумкин, бу ^олда ите- ' 
рация усули мацсадга олиб келмайди. Кандай шарт 
бажарилганда итерация усули яцинлашувчи булишини 
билиш катта а^амиятга эгадир. Бу даада куйидаги тео
рема уринлидир.

Т е о р е м а .  Агар [а, Ь\ кесма х  — ср(х) тенглама
нинг илдизини яккалаш интервала, булиб, бу интер
валнинг барча нуцталарида у ' (х) х;осила

I <?'(х) | <  уИ <  1 (1.9)
тенгсизликни цаноатлантирса ва бунда а <  ср (х) <  Ь 
тенгсизлик бажарилса, у х,олда нолинчи яцинлашиш 
учун интервалнинг исталган нуцтаси олинганда х[ам 
итерация процесса яцинлашади.

И с б о т .  х  =  ср(х) тенглама учун илдизни яккалаш 
интервали [а, Ь] булсин. Фараз килайлик, ср (х) диффе- 
ренциалланувчи ва унинг ^осиласи теореманинг шарти- 
ни каноатлантирсин. \а,Ь\ кесмадан олинган ихтиёрий 
нукта Хо_ва х { — ср(х0) булсин; Агар тенгламанинг аник 
илдизи х  булса, Лагранж теоремасига кура куйидагини 
ёзамиз:

х  — х г =  ср (х) — ср (х0) == (х -  х 0) ср' ($0).
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Бу ерда нукта а  ва х 0 нукталар орасида булади,  яъни 
албатта [ а , Ь\ кесмада булади.  (1.9) тенгсизликка асо
сан куйидагини ёзамиз:

\х  — х 1\ =  \х  — х 0\\'?' (Е0) | <  М \ х  — а 0 1.

Иккинчи якинлашиш х 2 =  ® (х„) учун (теореманинг шар- 
тига кура а 2 [а, Ь\ кесмада булади) куйидагига эга бу- 
ламиз:

х  -  х 2 =  <р (х) — <р (хг) == (х — А,) ср' (I,).
Бу ерда ^ам [а, Ь\ кесмада булади. Аввалги тенгсиз
ликка асосан курсатилган жараённи такрорлаб,

\х  — х „ | < | а — а 0 \Мп (1.10)

зканлигини топамиз. М <  1 булгани учун М1  0 ва, д е 
мак, Н т (х — х„) =  0, яъни П т  а п =  а . Шундай килиб,

П -> оо П-> со

итерация процесси якинлашувчи булиши учун царалаёт- 
ган кесмада |<р'(*)1 <  1 булиши етарли. Бу долда (1.10) 
тенгсизлик хатоликни бах;олаш им:<онини беради. 
\х — а 0 | <  Ь — а булгани учун

\х  — х п\ < {Ь — а) М п. (1.11)

1- ми с о  л. Итерация усули билан 4 а  — 5 1п а  =  5 
тенгламани ечамиз.

Тенгламани 1п а  =  — ^ куринишда ёзиб оламиз.
Нолинчи якинлашиш у.чун у = ^ 1 п а  логарифмик эгри 

4чизик в а у  =  —■ а — 1 тугри чизикнинг кесишиш нукта-О
сининг абсциссасини оламиз (чизмани мустакил чизиш- 
ни укувчига тавсия киламиз). Илди нинг иккита так- 
рибий кийматини топамиз. Улар х 0 — +2 ,28  ва а 0 =  0,57. 
Бу сонларни нолинчи якинлашиш учун кабул киламиз. 
Катта илдизни топит  учун тенгламани

а  =  1,25 (1 +  1п а)

куринишда ёзиб оламиз. Бу ерда ср(А)= 1,25(1 -Н пх) 
булиб, функция катта илдиз атрофида мусбат ва бирдан 
кичик булгани учун итерация усули якинлашувчи бу
лади. ^исобларни куйидаги жадвалда ёзамиз:
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1 - ж а д в а л

№ X 1 +  1п х 1,25 (1 +  1п х)

1 2,28 1,824 ]8 2,28022 -
2 2,280022 1,82427 2,28034
3 2,28034 1,82432 2,28040
4 2,28040 1,82437 2,28044
5 2,28044 1,82435 2.28046
6 2,28046 1,82437 2,28046

Вергулдан кейинги олти хонагача аницликда илдизни 
топиш учун олти „кадам“ х,исоблаш керак булади. Якин- 
лашишнннг бундай тезлиги етарли деб ^исоблаш мум
кин. Бундай тез яцинлашишнинг сабаби шундаки, би- 
ри'нчидан, илдиз атрофида функциянинг досиласи 
етарли кичик (0;,55-га яцин) иккинчидан, нолинчи якин
лашиш кулай танланган. Кичик илдизни л: =1,25 (1 +\пх)  
ифода ёрдамида изланганда итерация процессн узок-

1 25лашади, чунки ср' (х) — косила х  =  0,57 атрофида 
2,2 га якин булади. Шу сабабли дастлабки тенгламани 
х  =  е°’8х~г куринищйда ёзиб олиш керак. У х;олда ср (х) =•' 
=  е°,8х-1 ва ср'(л:) =  0,8ё°'8*-1. Бу ерда х;осила мусбат 
ва бирдан кичик (0,46 га якин), демак, итерация про- 
цесси якинлаш'ади. 2- жадвалда келтирилган дисоблаш 
натижаларидан куринадики, вергулдан кейин беш хона
гача аникликда илдизни дисоблаш учун 11 та кадам 
талаб цилинди. Бундай тезликни хам етарли деб хи- 
соблаш мумкин. Бу ерда процесс, досила кичик булса 
^ам, аввалги холдагидан секинрок якинлашади. Бунинг 
сабаби нолинчи якинлашишнинг аввалги холдагига нис- 
батан нокулайрок эканлигидадир. Биринчи холда но
линчи якинлашиш илдиздан 0,00046 га фарк килса, 
иккинчи холда 0,01958 га фарк килади.

/ ( х )  — 0 тенгламани итерация процессы яцинлаша- 
диган килиб А = ср(х )  куринишда ёзиб олиш учун к^- 
пинча куйидагича йул тутилади: / ( х )  — 0 ва Х/(х) = 0 
тенгламалар тенг кучли тенгламалар булгани учун

Х / ( х )  х  — х (1 .12)



деб олиш мумкин. Шундай килиб, (1.12) тенглама (1.8) 
тенглама куринишига келади:

х  =  ср (х).
2- жа д в а л

№ X 0,8 х 0,8* — 1 с0,8х—1

1 0,57 0,456 — 0,544 0,58042
2 0,58042 0,46433 — 0,53567 0,58527
3 0,58527 0,46822 — 0,53178 .. 0,58863
4 0,58863 0,47090 — 0,52910 0,58913
5 0,58913 0,47130 — 0,52870 0,58935
6 0,58935 0,47148 ' — 0,52852 0,58947
7 0,58947 0,47158 — 0,52842 0,58953
8 0,58953 0,47162 — 0,52838 0,58956
9 0,58956 0,47165 — 0,52835 0,58957
10 0,58957 0,47166 — 0,52834 0,58958
11 0,53958 •0,47166 — 0,52834 0,58958

X.параметр ихтиёрийлигидан фойдаланиб, уни
(х) - ) , / '  (х) +  1

буладиган килиб танлаш керак. Шу холда итерация 
процесси якинлашувчи булади. Итерация процессининг 
геометрик маъноси кизицарлидир. у = ср (х) в а у  — х 
функцияларнинг графикларини чизамиз (2.4- раем). 
Тенгламанинг илдизи у =  ср (х) эгри чизик билан коор- 
динаталар бурчаги биссектрисасининг кесишиш нукта- 
сининг абсциссаси була
ди. Агар х 0 — нолинчи У 
якинлашишнинг абсцис
саси булса, у холда 
X, =  ср (х0) эгри чизицнинг 
мос нуктасининг ордина- 
таси ёки, бошкача айт- 
ганда, М х нуктанинг абс
циссаси булади. Шунга 
ухшащ навбатдаги якин- 
лашишлар х,ам топилади.
Бу ерда | ср' (х) ( <  1 тенг- 
сизликнинг ролини хам 
куриш мумкин. 2.5- раем 2. 4-расм.
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О <  (х) < 1 булган холни тасвнрлайди, бу ерда эгри 
чизиц биссектрисани чапдан унгга кесиб утганда унг 
томонда эгри чизик; биссектрисадан пастда булади. Бу 
холда итерация процесси яцинлашади; агар х 0 >  х  бул
са, итерация процесси монотон камаяди, агар х 0 <С х  
булса, итерация процесси монотон усади.

2.4- расмда <р' (х) 1 булган дол тасвирланган. Бу 
ерда эгри чизиц биссектрисани чапдан унгга кесиб ут- 
гаида пастдан юцорига утади. 2.6 ва 2.7- расмларда
* (х) <  0 булган доллар тасвирланган. Агар бу долда
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(V (х) <  1 (2.6- раем) булса, итерация процесси щ ш -  
лашади, лекин яцинлашишлар илдизнинг аник циймати 
атрофида тебранади. Агар бу холда |<р'(л:)'| >  1 (2 .7 -раем) 
булса, итерация процесси узоцлашади.

4- §. Тенгламалар системаси учун уринмалар усули

Тенгламаларни ечишнинг юцорида курилган усул- 
лари бир нечта номаълумли тенгламалар системалари 
учун хам ишлаб чицилиши мумкин. Тенгламалар сис
темаси

куринишда булсин. Фараз килайлик, бу система ечим- 
ларининг бошлангич якинлашишлари дг0 ва у0 маълум 
булсин. Бу цийматларга тегишли тузатмалар излаймиз. 
Тузатмаларни мос равишда х  ва у дейлйк. Унда (1.13) 
системанинг аник ечими х  — х 0 +  к, у =  у5 +  &булар 
эди. Шундай килиб, цуйидагига эга буламиз:

/  ва ср функцияларни к ва к нинг даражалари буйича 
Тейлор каторига ёямиз:

Бу ерда ( )0 белгилаш досиланинг {х0, у0) нукталарда 
олинаётганини, 0{ {к, к) ва 02 {к, к) белгила'шлар эса 
к ва к га нисбатан юкори тартибли кичик мицдорлар 
борлигини курсатади. (1.15) да к ва к га нисбатан юкори 
тартибли кичик миадорларни ташлаб юбориб, к ва к 
нинг такрибий кийматини топиш учун ушбу (4) тенг
ламалар системасига эга буламиз:

(1.13)

Я * 0  +  к, У о +  к) =  0, 1
ср (х0 +  к, уо +  к) =  0 .) (1.14)

/ < * о .  Уо) +  к ,  ( | | +  ^ ( | ) о =  0 ,  

<Р (х о, У о ) +  А .  +  к:,| Щ  =  0 .
(1.16)
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(1.16) системани ечи'б, тузатмалар учун куйидагяларни 
топамиз:

К

• /(*о ,У 0) 

■ <Р (АГ0, Уо)

д_1
дУю

дУ
V.
дх
ду\
дх1о

°У )о 

°у /о

______________________________________________о 
_____о

/ ( х о> У0) 

-  V (х0, У о)

( V )
Vъ  )0/д?\. 1д(?)

Н о М о

(1.17)

Шу сабабли х 0 ва у0 га Караганда аникрок

х г = х 0 + Ни у ,= = у0 +  ^1

Кийматларни хосил киламиз. х 1 ва у, ларни юкоридаги 
усулда яна якинлаштириш мумкин. Бу усул уринма- 
лар усули ёки Ньютон усули  дейилади.

1- м и с о л .  х  +  3 1дх — у2 = О,
2х2 - ху  — 5х +  1= 0  .

Ф ф о  
Пх.уН

2. 8-расм.

д± _ 
дх
<5<Р
дх

.1 + х 1п 10 

4х — у — 5

тенгламалар системасининг да- 
Киций ечимини топамиз: 
/ ( х ,  у) =  х  4- 31§х  — у2=  0 ва 
ср (л:,у) =  2х2— ху — 5х +  1 = 0 
эгри чизикларни чизамиз ва 
бу эгри чизиклар кесишган 
нукталарни топамиз (2.8-расм). 
Бундай нукталар ( -ь 1,4; — 1,4) 
ва (3,4; 2,2) булади. Бу нукта- 
лардан иккинчисини оламиз ва 
илдизлар учун тузатмаларни 
Ньютон усули билан топамиз: 
х 0 =  3,4 у0 =  2,2 в а

ду 
’ ду — X

булади. Каралаётган нуктада функцияларнинг ва унинг 
Хосилаларининг кийматларини Х'-соблаймиз:
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/ (3 ,4 ;  2,2) =  0,1545, ср (3, 4; 2,2) =* -  0,3600, 

а\ =  1.383, Й ) , - 6'400’

| )  - - 4 , 4 0 0 ,  . (Й4 г ) ------3,4. '

Шундай цилиб, (1.16) система бу холда цуйидаги кури
нишда булади:

0 ,1545+  1 , 3 8 3 / ^ - 4 ,4 ^  =  0, ,
— 0,36 +  6,4 /ц — 3,4 А’] =  0.

(1.17) формула буйича бу системанинг ечимини топа
миз:

/ц =
I — 0,1545 — 4,4 
I — 0,36 — 3,4

1,383 — 4,4 
0,4 — 3,4

0,083, кх =
1,383 — 0,1545
6,4 — 0,36
1,383 - 4 , 4
6,4 — 3,4

=  0,63.

Илдизлар учун биринчи якинлашиш куйидагича булади:

Х1 =  3,4 +  0,089 =  3,489, 
у ± =  2,2 +  0,063 =  2,263.

Олинган илдизларни дастлабки деб хисоблаб, яна битта 
кадам цуйиш мумкин: ' .

/(3,489; 2,263) 

( 1  -  
. ( I ,

1,3734,

— 4,526,

0,0041, ср =  (3,489; 2,263) =  0,0056, 

& )  —  6,6930,

( I ) , ■ 3,489.

Топилган кийматларни (1.17) га куйиб, куйидагиларни 
хосил киламиз:

Л2 — — 0,0016, =  0,0014.

Бу ердан
=  3,489 — 0,0016 =  3,4874, 

у 2 =  2,263 - 0 ,0 0 1 4  =  2,2616.

Яна юкоридаги ишларни бир марта такрорласак, 
0,0001 дан кичик тузатма оламиз.
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5- §. Тенгламалар системаси учун итерациялар усули

Ушбу
/ ( * , у )  =  0 , |
? (х, у) — о )

тенгламалар системаси берилган булсин ва х 0, у0 лар 
илдизлар учун биринчи яцинлашишлар булсин. -Систе- 
мани куйидаги куринишда ёзиб оламиз:

(1.17)

Р(х,  у), 
®(х,у). (1.18)

(1.18) тенгламаларнинг унг томонида л: ва у урнига х 0 
ва у0 ни куямиз ва биринчи яцинлашишни топамиз:

х г ' 
У1

"Р(Х0, Уо), 
Ф ( ^ о . У о ) .

Шунга ухшаш, иккинчи якинлашиш топилади:

х 2
У2

=■ р  (хи у ,). 
= ЩРиУ*).

ва умуман,
Хп -
Уп'-

■■ Р (хп-  
= Ф (Ха-

Л. Уп-1), 
-1» Уп—1).

ва Ф (х, у) функ- 
. , х п, -----ва уи

Курсатиш мумкинки, агар Р(х,у)  
диялар узлуксиз булиб, х и х 2, . 
у 2, . . . у п, . . . .  кетма-кетликлар яцинлашса, у х;олда шу 
кетма-кетликларнлнг лимитлари берилган системанинг 
ечими булади.

Энди итерация процесси якинлашувчи буладиган 
шартни курамиз.

Т е о р е м а ,  х  ва у(1Л8) система ечимларининг 
аниц циймати ва а <  х  < Ь, с <  у" <  й булсин %амда 
х  =  а, х  =  Ь, у — с, у=^й тугри туртбурчакда сис
теманинг боигца еяимлари булмасин. У х;олда агар 
бу тугри туртбурчакда цуйидаги

дР
дх <Ри

дГ
ду <  Ц\, <ЭФ

дх .Ръ
<5Ф
ду <  Й 2 ,

Рх -\ Р2 < м < 1  ва д{ + д 2< М  < 1



тенгсизликлар бажарилса, итерация процесси но
линчи яцинлашиш учун тугри туртбурчакнинг ис- 
талган нуцтаси олинганда хам яцинлашади.

И с б о т. а  =  Р  (а , у) ва у =  Ф (х, у) булгани сабабли 
икки узгарувчили функциялар учун Лагранж форму- 
ласига асосан цуйидагига эга буламиз:

X - Х х =  Г ' { х , у ) - Р  (х0> у) — ^ р(х  -  * о )  +

У -  У1 =  ф (х, у) -  ф (а 0, у0) - (х -  х 0) +

+  ( Щ э  {У ~ Уо)’

бу ерда Р  ва <3 лар (х, у) ва {х0, у0) нуцталардан ут- 
казилган кесмадаги нуцталар булиб, улар уз-узидан 
а <  х  _< Ь, с < у <  й  тугри туртбурчак ичида булади. 
Теореманинг шартига асосан х  —х х ва у —ух ларни бах;о- 
лаймиз:

| х  — я , I <  | х  -  * 0!/? ,4-1у,,. — УоI <?>. *.-! [..}
IУ — Уд I <  IX -  А0 \р *  +  Iу — Уо| ? 2- 

Бу икки тенгсизликни х;адлаб цушамиз:

| а - А 1 | +  | у  — у 1| < Ж { | а - а 0 | +  | у — у 0 |} .

Шуи га ухшаш мулодаза юритиб, куйидагини х;осил 
киламиз:

| А -  А, | - I У — Уа | <  М {  | *  -  X, | +  \ У — У , / } <  

^ ж 2{| . а— а 0 | +  | у - У о / ) ;
ва, умуман, /г-якинлашиш учун "цуйидаги тенгсизлик 
келиб чикади:

(V IX —  Х п  I +  \у -— Уп I <  М п {\х — а 0 I -ь | у -  Уо />.(1.19)
ШЫП'ЙИКН»*.

М  <  1 булгани учун етарли катта п олиб, тенгсизлик- 
нинг унг томонйни исталганча кичик цилиш' мумкин, 
яъни кушилувчи лар  а  — х п ва у — уп нинг дар бири нол- 
га интилади,  демак,  итерация процесси яцинлашади.



(1.19) тенгсизликдан хатоликни бадолашда фойдаланиш  
мумкин:

• | х  — х 01 <  Ь — а ва | у~— у0 \ <  а — с, 
у х°лда

\ х  — х п\ +  \ у ~ у п1 < М п(Ь - а  +  а — с).
М и с о  л. Аввалги мисолдаги тенгламалар система- 

сини итерация усулида ечамиз:
/ ( х , у )  = *  +  31§.х — у 2 =  0, 
ср (х, у) =  2х2 — ху  — 5х +  1 =  0.

Аввало сис-темани (1.18) куринишга келтирамиз. Бу- 
ни турли усуллар билан бажариш мумкин. Агар сис- 
темани

х  = у 2 — 31§х, 
у ==2х +  - ~ ~  5

куринишда ёзсак, у холда Р(х,  у) =  у 2 31§х ва 
ф (х, У) =  2х •+■ ~  — 5 булади. Бу ердан хосилаларни 
топамиз:

____ д Р = 9 ... 5 Ф _ л
д* х  9 ду У ' д х  х 2 ' д у

х 0 — 3,4, у 0 =  2,2 нуь;та атрофида куйидаги тенгсизлик
лар. уринлидир:

I <ЭФ
дх +  1 -  > 1  т  I дх ^  ’

д_Р_
ду > 4 .

Бундан куринадики,системани юкоридаги куриниш
да олсак, итерация процесси узо^лашар экан.

Иккинчи тенгламадан х  ни, биринчи тенгламадан у 
ни топамиз:

у — V  X +  31§д: ; Ф(х, у) =  / ^  +  31§х , 
бу ерда:

д Р ___ 1 _  5 +  у дР _  1__________х

дх 7~ |/2" ' 2 | /  х (5 +  у) — 1 ’ <?у / 2  2 / х  (5.+У) — 1 ’ 
31ее

6Ф ' "г д; 6Ф
^  2 / х +  31е х ’ <?У



Илдизни яккалаш сохаси учун 3 <  х  <  4, 2 <  у <  2,5 
ни олиш мумкин. Бу тугри туртбурчакда куйидаги 
тенгсизликлар уринли булади:

дР_
дх <  0,60, дР

ду < 0 ,3 2 ,  | ? | |  < 0 ,3 4 .

Демак, итерация процесси якинлашади, лекин хоси- 
лалар й и р и н д и с и  анча катта булгани учун якинлашиш 
тезлиги кам булади. л:0 =  3,4; у0 «> 2,2 билан хисоблар 
куйидаги натижаларни беради;

х г =  - | / 3-?&2.+ Б.>.~ 1 = 3 ,4 2 6 ,

Ух =  /  3 ,425+1 в 3,426 =  2,243;
х 2 =  3,451, у 2 — 2,2505;
х а =  3,466, у 8 «=» 2,255;
х 4 == 3,475, у 4 = '2,258;
х 5 =  3,480, у 5 =  2,259;
л:6 =  3,483, у6 — 2,260.

6- §. Алгебраик тенглама булган х ° л

И.лгарйги параграфларда к>рилган тенгламаларни 
ечиш усулларини барча тенгламалар учун хам татбик 
кнлиш мумкин. Ш у билан бирга алгебраик тенглама
лар учун махсус усулларни курсатиш мумкин: Бу усул
лар / ( х )  =  0 алгебраик тенгламанинг илдизларини аж- 
ратишга ва уларнинг- та^рибий кийматларини топишга 
ёрдам беради. (1.1) тенглама я -д а р а ж а л и  алгебраик 
тенглама булсин:

а 0 х п +  ах х п 1 +  . . . +  ап—х х  +  ап *= 0. (1.20)
Даставвал биз бу тенгламанинг барча ха^икий ва ком
плекс илдизларинииг чегарасини курсатамиз. Бу чега- 
ралар куйидаги теорема орцали топилади.

Т е о р е м а .  | ах |, | аг |, . . .  , \ап \ сонлардан энг кат- 
таси А булсин. Агар

\Х \ > 1  +  ЪГТ О-21)I ао ]
булса у %олда
\айх п \ > \ а х х п~ г +  а2 х п~ 2 +  . . . +  ап—х х+а„  | (1.22) 

булади.
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^ацщ атан  хам, (1.21) дан куйидагини топамиз:
А

1 >
еки

I ап I >  Л 1
бундан

(1.23)

Иккинчи томондан
| ах х п~ 1 +  а2 х га—2 +  . . .  +  х  +  ап | <  | ах \ 
- \ - \щ \ \х  |л~ 2 +  11 х  | | ап | <  А  (| х  | »-* +

х - 14-

, + | х | " - 2 +  . . .  +  | х  | +  1) =  А I * 1п~  1 
1x1— 1 ‘

(1.21) дан | х | > 1  келиб чикади. Шу сабабли

' “ ,л ’ <  И*1л ■-
\Х  - 1

(1.24)

ва

1х | - Г

(1.23) ва (1.24) тенгсизликларни солиштириш исбот ки- 
линиши лозим булган (1.22) тенгсизликка олиб келади.

Агар х  (1.20) тенгламанинг илдизи булса, у холда 
Куйидаги тенглик Гринли булиши керак: |

Ш унинг учун х  нинг (1.21) ни "каноатлантирувчи кий- 
матлари (1.22) муносабатга кура (1.20) алгебраик тенг
ламанинг илдизлари булмайди. Демак, (1.20) алгебраик 
тенгламанинг илдизлари

1*1 (1-25)

тенгсизликни каноатлантиради. N  =** 1Ц-Л— г сон алге-I ао I
браик тенглама илдизлари модулларининг энг юкори 
чегараси булади.

Агар гап тенгламанинг факат хакикий илдизлари 
устида борса, илдизларнинг чегараси учун (1.25) га 
нисбатан аникрок чегаралар топиш мумкин.
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Аввал айтиб утилганидек, тенгламанинг фацат мус
бат илдизлари билан чегараланиб колиш кифоя, чунки 
/ ( а) =  О тенгламанинг манфий илдизларини топиш учун 
/ ( — а) =  0 тенгламанинг мусбат илдизларини топиш 
кифоя.

Айтайлик, а0>'0 булсин. )^амма коэффициентлар 
мусбат булганда тенглама мусбат илдизга эга булмас 
эди, чунки ихтиёрий а > 0  учун / { а) >  О булар эди. 
Тенгламанинг мусбат илдизи бор булиши учун коэф
фициентлар орасида манфийлари хам булиши керак. ак 
(&>- 1) биринчи маифий коэффициент булсин. Манфий 
коэффициентлардан абсолют киймат жихатдан энг кат- 
тасини В билан белгилайлик. У холда (1.20) тенглама
нинг мусбат илдизларининг чегараси булиб,

(1.26)
г а0

сон хизмат килади.§
(1.20) тенгламанинг мусбат ечимларининг куйи чега-

расини топиш учун х  ни га алмаштирамиз. Унда уш-
бу янги тенглама хосил булади:

+  • • • +  а п —  ~.т [а-о -г ч ! А„ г  . . . +

[ + > „ _ 1х» - ч й » ^ ) : = о.з ,
Бу тенгламанинг илдизлари аввалги тенглама илдиз
ларининг тескарисидир (доимо апф  0 деб хисоблаш мум
кин, чунки берилган тенглама а  =  О ечимга эга эмас). 

Агар
а0 +  а1х-\-  . . .  + й „ _ 1а п—1+  й „ а я =  0 (1.27)

тенгламанинг мусбат илдизларининг юкори чегараси к
булса, ~  шу тенгламанинг мусбат илдизларининг энг
куйи чегараси булади.

Шуни унутмаслик керакки, купхаднинг мусбат ил
дизларининг чегараларини курсатиш шундай илдизлар 
бор деган гап эмас.

/ ( а )  купхаднинг кийматларини Горнер схемаси бу- 
йича хисоблаш м у м к и н ./ ( а )  =  а0х п +  ахх п~ 1 4- . . .  +  
+  ап—1 а  +  ап к у щ  а дни (а — а) иккихадга б у л и б ,/ (а )  ея 
=»■ (а — а) ср (а) +  г ни хосил киламиз. Бу ерда а  — а 
булинма ва г =  / ( а )  колдик булиб, у, а  га боглик эмас.



ср (х) == Ь0 А"—1 4- Ьг х п 2 +  . . . +  Ъп—2 х  +  Ьп—Х ва 
г = / (а) =  Ьп

десак,
а0 х п 4- ах х п 1 4- . . .  4- 1 х  а Л =  (х — а) (60 х Л—1 4- 

4* ^ 1  х ”- 2 +  . . .  4 - Ьп—2х  4- ^я—1) 4- Ьп.

Унг томондаги кавсни очиб, унг ва чап томондаги х  
нинг бир хил коэффициентларини тенглаштирсак, Ьи 
Ь2, . . . , Ь,, коэффициентларни аниклаш учун ушбу 
алгебраик тенгламалар системасини хосил киламиз:

&0 —  «о,
— Ь0 а 4- а и 

Ъ2 — Ъха.-\г аъ

Ьп — Ьп—гЛ+ап.
Хисоблашларни куйидаги схемада ёзилади:

1 а 0 а 4 а2 . ., . ап
“ 1 Ьй 61 Ь 2 . ,■ ■ Ьп

Куйи катордаги сонлар кетма-кет чапдан унгга караб 
Хисобланади: хар бир Ьк коэффициент узининг устида- 
ги коэффициент ак—г билан ундан олдинги коэффи
циент Ьк—Х ва а нинг купайтмасининг йигиндисига тенг. 
/ ( х )  нинг х  — а. булгандаги киймати /(<*)«=&„ булади.

1- м и с о л .  х 5+  2х4 —5 х 3+ 8 х 24-7х—3 = 0  алгебраик 
тенгламани караймиз. Бу ерда а0 — 1, Л = 8  булиб,

8(1.25) тенгсизликнин г унг томони 1 + — =  9 булгани
учун бу тенгламанинг илдизлари абсолют киймати бу- 
йича 9 дан катта булмайди. Тенгламанинг биринчи ман
фий коэффициента Х2 =  — 5, к — 2, В  =  7 булгани учун
(1.26) _га асосан илдизларнинг энг юкори чегараси 1 4-

=  3,63 булади. Илдизларнинг куйи легарасини 
топиш учун (1.27) тенгламани тузамиз:

— Зх5 — 7х* +  8х3 — 5х2 4- 2х 4- 1 =  0.

Энг катта даражанинг коэффициента мусбат булиши 
керак. Шунинг учун охирги тенгламаний'г иккала то- 
монини— 1 га купайтирамиз:

' Зх5 4* 7х4 — 8х3 4- 5х2 — 2х — 1 =  0.
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Бу тенгламада а0 =  3, к =  2, В =  8. Шу_сабабли мусбат 

илдизларнинг юкори чегараси 1 +  | / - у  — 2,64. Энди 
дастлабки тенглама мусбат илдизларининг куйи чегара
си 0,38 булади. Шундай килиб, агар тенглама
нинг мусбат илдизлари мавжуд булса, бу илдизлар 
0,38 <  х  <  3,63 тенгсизликни каноатлантирадиган бу
лади.

Манфий илдизларнинг чегараларини топиш учун 
тенгламада I  ни — х  га алмаштирамиз. У холда куйи
даги тенглама келиб чикаДи:

-  х ъ +.2х* +  5л;3 +  8х2 +  7х — 3 =  О

.ёки
х ъ — 2.x:4 — 5х3 —8х2~  7х +  3 =  0.

Бу ерда а 0=  1, к — 1, В =  8 булгани учун мусбат ил- 
дизларнинг ’юкори чегараси 1 + - ^  =  3,67 га тенг, куйи

чегараси э с а : ^  =  0,26 булади. Шундай килиб, даст
лабки тенглама манфий илдизларининг чегараси — 9 <  
<  х  < — 0,26 булади.

Тенгламанинг мусбат илдизини топамиз. / ( 0 )  =  — 3, 
/ (1 )  — — 4, / (2 )  =  39 булгани учун илдиз (1,2) ораликда 
ётади. х  нинг аникрок киймати учун Горнер схемаси- 
дан фойдаланамиз. л: = 1 , 4  булсин. У холда

1П 2 ]  - 5
1.4 | 1 / 1-1,4 +  2 =  3,4 \ 3,4-1,4 - 5  = - 0 , 2 4  .

8 — 7 — 3
1-0,24-1 ,4  +  8 =  7,66 7,66-1,4 — 7 =  3,72 3 ,7 2 -1 ,4 -3  =  2,21

/(1,4} = 2 ,21  > 0 .  Яна х  — 1,3 учун хисоблашларни ба- 
жарамиз:

11 2 — 5 8 - 7  - 3  >
1 ,31 1 3,3 —0,71 7,09 2,22 — 0,11

/(173) =  — 0,11. Шундай килиб, тенгламанинг илди
зи (1,3; 1,4) ораликда ётади. Илдизни янада аниклашти-’ 
ришни илгари курилган, масалан, уринма, ватарлар ёки 
итерация усуллари билан амалга ошириш мумкин.



ИНТЕРПОЛЯЦИЯЛАШ

1- §. Интерполяциялаш э^ацида тушунча

Функцияларни интерполяциялаш жадвал тузишга 
нисбатан тескари масаладир. Функция кийматларининг 
жадвали тузилганда функциянинг аналитик ифодаси 
буйича унинг кийматлари топилади, интерполяциялаш- 
да эса, аксинча, функциянинг жадвалдаги кийматлари 
буйича унинг аналитик ифодаси тузилади.

Айтайлик, у = / ( х )  функциянинг фа кат жадвалдаги 
Кийматлари берилган булсин, яъни аргумент х 0, х и . . . , 
х п булганда функциянинг, кийматлари у0, уи . . . , уп 
маълум булсин: .

/  (х о) —  Уо»
/ (х %) ^  Уъ

• • * а •
/ ( х п) =*Уп-

Функциянинг маълум цийматларига кура унинг ана
литик ифодасини топиш масаласи, геометрик нуктаи 
назардан, (х0, у 0), (хи уг), . . .  , (хп, уа) нукталар берил- 
ганда, бу нукталар оркали утувчи эгри чизикни топишни 
билдирадн (2.9- раем). Берилган нукталардан чексиз 
куп эгри чизиклар утказиш мумкинлиги ^кувчига рав- 
шан булиши керак. Шундай килиб, / ( х )  функциянинг 
Кийматларига кура унинг аналитик ифодасини топиш 
масаласи жуда куп ечимларга эгадир, яъни бундай 
функцияларнн чексиз 'куп тузиш мумкин.

Берилган нукталарда берилган кийматларни кабул 
Килувчи исталган функцияни Р {х) билан белгилаймиз. 
Юкорида айтиб утилганидек, Р (х) функциялар истал- 
ганча куп булиши мумкин.

Фараз килайлик, Р(х)  функция ихтиёрий булмай, 
баъзи шартларни каноатлантириши керак булсин, унда 
бу функцияни топиш анчагина аник масалага айланиб 
Колади. Купинча, Р(х)  функция даражаси изланаётган 
функциянинг берилган кийматлари сонидан битта кам 
булган купз^ад булиши талаб килинади.

Шундай килиб, биз куйидаги курин ишдаги масала
га келдик. / ( х )  нинг х 0, х и . . . , х п ва у — у0, у и . . . ,
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2.9-расм.
' .■ ". ' г!'- : ' /V/ 1 ''  ̂ >

уп кийматлари учун шундай у = Р ( х )  куп^ад топиш 
керакки, бу куп^ад /г-дараж али булсин ва куйидаги 
шартларни каноатлантирсин:

Р (х0) 
Р(Хг)

■Уо,
Уи

Р{Хп)^Уп.
Бонщача айтганда, бу ерда, берилган нукталарда бе* 

рилган кийматларни кабул килувчи куп^адни топиш ма- 
саласи куйилган экан. Бундай масала интерполяциялаш 
дейилади, нукталарни интерполяциянинг тугунлариж-  
йилади.

Юкоридаги шартларни каноатлантирувчи Р(х) функ- 
цияни интерполяцион куп^ад  дейилиб, бу купдадни ту- 
зиш учун ишлатиладиган формулалар интерполяцион 
формулалар дейилади.

Интерполяцион формулаларни цулланишнинг асосий 
маъноси шундаки, фа^ат жадвалдаги кийматлари маъ- 
лум булган у —!(х) функцияни унинг тацрибий аналитик 
ифодаси деб караладиган куп^адга алмаштирилади. Бун
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да, табиий равишда ((х)  ва Г(х)  га алмаштиришнинг 
^андай даражада аник; бажарилганлиги ва хатони бщо* 
лаш каби масалалар келиб чикади. Бу масалаларни кел- 
гусида баён ^иламиз.

1(х) функцияни унинг интерполяцион куидади билан 
алмаштириш, аввало, функциянинг орали^ кийматлари- 
ни топиш учун зарур булади. Лекин интерполяцион куп
хаднинг ^улланиши фа^ат шу билан чегараланиб крл- 
майди. Бундай алмаштириш [(х) функциянинг аналитик 
ифодаси маълум булган лолларда хам, агар у аналитик 
ифода жуда мураккаб булиб, {(х) функция устида турли 
математик амаллар бажарилиши (масалан, {(х) функ
цияни интеграллаш) лозим булганда ишлатилади. }(х) 
функциянинг кийматлари тажриба натижасида олинган 
булиб, функциянинг орали^ ^ийматларини топиш ^ийин 
ёки мумкин булмай ^олг.анда, функциянинг аналитик 
куриниши эса нОмаълум булганда интерполяцион куп- 
Хаддан фойдаланилади.

Интерполяцион кутцадлар функция ^ийматларининг 
.жадвалини тузишда ишлатилади. Хусусан, функциянинг 
айрим кийматлари бевосита (куиинча, даражали к;атор- 
лар ор^али) хисобланади ва бонща кийматлари .интер
поляцион купхад ор^али хисобланади, натижада маълум 
бир жадваллар хосил цилинади.

Бу маълумотлардан биз ушбу бобда кенг фойдалана- 
миз. Мисоллар келтирилганда аналитик куриниши маъ
лум булган функциянинг етарли катта гладам билан олин
ган аргумент кийматлари учун жадвал тузамиз. Интер
поляцион купхад. ёрдамида олинган бу к,ийматлар уша 
функциянинг мукаммалро^ жадвалдаги кийматлари би
лан солиштирилади.

2- §. Параболик интерполяциялаш

Л а г р а н ж н и н г  и н т е р п о л я ц и о н  ф о р м у л а -  
си.  Юкорида айтиб утилганидек, параболик интерполя
циялаш масаласи куйидагича ^уйилади: х 0, х х, х ъ . . . »  
х п нукталарда / ( х 0) , / ( х х), . . .  , / ( х п) кийматлари маъ
лум булган / ( х )  функцияни караймиз. п- даражали 
у =  Р (х) купхадни топиш талаб килинади. Бу купхад 
учун Р (хг) =  , / (X;) (/ =  0, 1, 2, . . . , п) булиши керак.

Р{х)  ни к у й и д аги ча  ё зи ш  м ум ки н:

Р  (а) =  а0 +  ах х  -\- а2 х~ +  . . .  +  ап х п. (2.1)
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Ю^орида ёзилган шартдан фойдаланиб, а0,. а и а ъ . . .  , 
йя ларни топиш учун п +  1 номаълумли (п +  1) та тенг- 
ламага эга буламиз:

й 0 +  а х х 0 +  а2 х 20 4- . . .  +  апх п0 =  у, 
ав +  ахх х +  а2х\ +  . . .  + а ях* = у и 
а0 +  а1 х 2 + « 2 ^ 1  +  . . .  + « ял:« =  у2)

ай+ а хх п+  а2х 2п+  . .  . +  апх пп =  уп.

(2 .2)

Агар х 0, х х, . .  . , х п ларнинг деч бир иккитаси узаро 
тенг булмаса, (2.2) система якка ечимга эга булишли- 
ги ваб у  ечимларни, яъни а( ларни топишни ва, шунда"! 
1̂ илиб, цуйилган масаланинг ечими Р(х)  ни топишни 
келгусида курсатамиз..

Аммо бу масалани умумий долда ечишдан олдин, 
бир мисол курайлик.

1- м и с о л .  Айтайлик, х 0 =  0, х х =  1, х 2 =  2, у0 =  1, 
ух =» 1, у 2 =  3 лар маълум булсин. Иккинчи даражали 
шундай Р(х) купхад топамизки, бу купхад учун 
Р{0) =  1, ^ ( 1 ) =  1, Р{2) =  3 булсин.

Р{х) функцияни куйидаги куринишда оламиз:

Р (х) — й 0 +  ах х  +  й 2 х 1.
Коэффициентларни топиш учун тенгламалар система - 
сини тузамиз:

й о й 4 • 0 4 “  й2 • О2 =  1,
йо Ч-  йг • I а2 • I2 — I,
йо 4 *  й4 • 2  4 ~  йд • 22 =  3, й0 =  1.

Бундан

а о +  а \  4*
йд 4- 2й 1 4~ 4й2 =  3.

Бу тенгламаларни ечиб, й0 =  1, ах => — 1, й 2 == 1 ни 
топамиз. Интерполяцион купхад куйидагича булади: 
Р ( х ) =  1 - х 4 - х 2. Бу функция к;уйилган шартларни 
^аноатлантиришини куриш цийин эмас.

Энди -интерполяциялашнинг умумий масаласини дал 
Килишга киришамиз. (2.2) тенгламалар системасини ечиш 
урнига, куйилган шартларни каноатлантирадиган Р{х) 
функцияни бевосита топамиз:
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Энг аввал х = х й нуктада у0=  1 б^либ, х = х ъ х = х 2.........
х - Х п  нукталарда' у г =  у а =  . . . -=уп =  0 буладиган, 
купдад учун нфода топамиз. Бундай к^пдад куйидаги 
куринишда булади:

(X — ЛГд) (X — Хъ) . . . (х — хп)
(х0 — х{) (х0 — х2) . . .  (х0 — хп) •

З^акикатан з?ам, х°**хи х* = хъ . . .  , л: =  х л ларкуп-  
даднинг илдизи булиб, х<=х0 булганда махраж ва 
сурат тенг булиб колади.

Энди х  =  х 0 нуктада у0 буладиган У ^ / ^ С * )  куп- 
дадии тузамиз. Бу купдад х  — ( г =  1, 2 . . .  п) да нол- 
га айланадиган булсин. Аввалги ифодани назарда тутиб 
Ро(х) учун куйидаги ифодани ёзамиз:

р  /~Л — (•* — х 1 ) (х — х*) • • • (х — х„)
° '  (хо—х1) (х 0— ха) . . . ( х 0— хп) У ° '

Бунда дастдабки ифодаларни тузгач, =  нукта- 
ларда р ( х 1) =  у1 буладиган Р(х) к$шдадни тузамиз. 
Бунинг учун маълум бир } (0 <  У <  п) берилганда х  *= 

нуктада Р]-(х/) —у! б^либ, колган барча х  — х,-
(/ =  0,1, 2 , . . . 1, у +  1, . . .  п )

нукталарда р }(%/)*= у/ =  0 буладиган (х) функцияни 
тузамиз. Бу куйидаги купдаддир:
р  / \ __(4 ) ■ • • (х X2 —|) (х Xу | ,) . . . (4 Xп^

У ~  \ х у  Хо) (Ху— хО ...  ( х } — х } _ 1) { Х) — Х] + 1 ) "... \ х } — х й )  У ] '

Энди изланаётган купдад куйидаги йириндидан тузи- 
лади:

п
Р(х)  =  ^Р]{Х) .

7 = 0

Чунки бу купдадда дар бир Ху'нуктада кушилувчилар- 
дан биттаси берилган у;- га тенг булиб, бощка куши- 
лувчиларнинг даммаси нолга айланиб кетади. Р) {х) 
урнига тегишли ифодани куйиб куйидагини досил ки
ламиз:



ёки кенгрок ёзилса,

Р — (х — х 1) ( х  — х 2) . . .  ( х — х п) . ,
'  ’ (Хо—Х^ {х0~ х 2) (х0 — х п) -Уо_|

, (■х  — Х 0) (X—Ха) ■ , ■ (х  — х п)
• • • ' (хг—Х 0) ( * !  —  Х8) . . .  (Х 1 — х„) • • •

| (X Хо) (х — Хх) . . .  (х Х /,_;) <2
{хп “ Хо) (хп X}) . . . (хп Хп^  1) п

Хосил килинган (2.3) формула Лагранжнинг интер
поляцион купхади  дейилади.

Лагранжнинг интерполяцион к^пдади куйилган 
масаланинг ягона ечими эканлигини курсатамиз. Айтай- 
лик, яна битта я-даражали Н{х) купдад мавжуд бул- 
синки, бу купдад дам НУЙилган шартларни каноатлан- 
т,ирсин. Унда Р ( х ) — Н(х)  айирма п дан катта булмаган 
даражали булиб, х  =  % ( / =  0, 1, 2, . . .  , п) нукталарда 
илдизга, яъни « +  1 илдизга эга булиб колади. Бундан 
айирманинг айнан нолга тенглиги келиб чикади, чунки 
«-даражали купхад п-\- 1 та илдизга эга булиши. мум- 
кин эмас.

Шундай килиб, исталган иккитаси тенг булмаган 
дар кандай у 0, у г . . . , уп, х 0, х и . . . , х п сонлар бе- 
рилганда дам шундай л-даражали Р (х) купдад топиш 
мумкинки, бу купдад р ( х 1) = у1 [I =  0 , 1 , 2 .  . . . , п) 
шартни цаноатлантиради.

2- м и с о л .  п — 1 дейлик. Равшанки, бу долда. икки- 
та интерполяцион нуктага эга буламиз. Унда иккита 
нукта оркали утувчи тугри чиз;щ тенгламасига эга бу 
ламиз. Бу нукталариинг абсциссаларини а ва Ь десак, 
изланаётган купда’д учун куйидагини оламиз:

г , / ч  х — Ь , х  — а
Г ( х )  =  Х = -ьУ ° +  1Г= -аУ "

3- м и с о л .  п — 2 дейлик. Бу долда уч нукта оркали 
утувчи парабола досил булади. х 0 =  а , х 1 — Ь,х2 — с 
десак, изланилаётган купдад куйидаги куринишда 
булади:

— (х — Ь) (х  — с ) , ,  , (х—а) (х— с) ч| (х—а) ( х - Ь )
- ' (а — Ь) ( а — с)У°  ’ (Ь—а){Ь — с у 1 1 (с— а) (с—Ь)

95



3- §. Аргументнинг тенг узо^лаш ган’цийматлари.
Чекли айирмалар

^озиргача аргументнинг берилган кийматларига нис
батан деч цандай шарт куйилмади. Улар исталган сон
лар булиши мумкин. Бунга кушимча равишда, аргумент
нинг ^аралаётган кийматлари тенг узоклашган, яъни 
арифметик прогрессия ташкил этади деб фараз этамиз,

Бундай фараз кийматлари одатда узгармас цадамли 
жадвал куринишида берилган функцияларни интерпо- 
ляциялашда булади, бу ерда х 1= х 0 +  к, х 2 =  х 0-\- 
+  2к, . . .

Арифметик прогрессиянинг айирмаси к ни жадвал 
цадами деб аталади. Бу долда интерполяцион форму- 
лаларни тузиш анча соддалашади.

Бу масалага утишдан олдин чекли айирмалар ту- 
шунчаси билан танишиб чицамиз. / ( х )  функциянинг 
Кийматлари х 0, х х — х 0 +  к, . . .  , х п =  х 0 +  пк (интер
поляция тугунлари) нукталарда берилган булсин. Функ
ция кийматларининг айирмаларини топамиз:

■У1 — У .о=/(*о  +  А) ~ / ( х 0) =  А у0 =  Д / ( х 0),
Уг -  У1 =/{*о  +  2к) - / { х 0 +  к)=х Ду, =  А / ( х 0 +  к),

У п - У п - 1 =‘/ ( х 0 +  пк) — / ( х 0+  (я -  1) к) =  А у „ _ 1=
— А / ( х 0 +  (п — 1 )к).

Бу кийматларни функциянинг биринчи айирмалари ёки 
бириняи тартибли айирмалари дейилади. Булар бу
йича куйидаги иккинчи тартибли айирмалар ёки иккин
чи айирмалар

Д2у 0 =  ДУ1 - Д У 0-Д2У1 = Д у 2 - Д у г ,  . . Г ;
Д8Ут — кУ т +и  ДУт

ни, ва, умуман исталган к- тартибли айирмалар ёки 
(к— 1)- айирмаларни тузишимиз мумкин:

Д*уот =  Д*~* ут+1 —;д*-1 у т. (2.5)

Бу кетма-кет айирмаларни одатда жадвал куринишида 
ифодаланади. Кетма-кет айирмалар жадвалларнинг икки 
шакли ишлатилади. 1- жадвалда айирмалар дар бир 
устунда тегишли камаювчи ва айрилувчи кийматларнинг 
орасида ёзилади; бу жадвал диагонал жадвал  дейи-
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лади. 2- жадвалда эса айирмалар камаювчи билан бир 
сатрда ёзилади; бу долда жадвални горизонтал жад
вал дейилади.

Функцияларнинг айирмалари одатда унча катта бул- 
магани учун уларни олдиндаги нолларни ёзмасдан, 
сунгги цийматли ракам бирликларида ёзиш кабул ки- 
линган.

1- ж а д в а л

X У

Айирмалар

биринчи ИККИНЧИ учинчи

Уо
х \  =  х 0 + -Л У 1 АУо
х ч, — х о 2Л Уз Д у г А 3 Уо
х з — х о “Ь ЗЛ Уз ДУз . А 2 У 1 А 3Уо
x  ̂ — x о +  4 Л У 4 ДУз А 3 Уз ' ' Д3У1
X 5 =  Хо +  5 1ъ У б Ду* А 3 Уз А 3Уз

2- жа д в а л

У

Айирмалар

биринчи ИККИНЧИ учинчи

л*0 Уо А у 0 А 3 Уо дз у 0
— Х 0 +  К У 1 А у х А 3 Ух Д З у !

Х 2 %=: Х о  *-{- 2/1 Уз - А у 3 А 3 Уз А 3 у 2
х $  == Х \  -{- 3 к Уз Ауз А 2 Уз А 3 Уз
X* =  х х +  4  к У 4 Ду4 А 3 У* • •

‘ ' ' . ‘ ’

(2.5) тенглик турли тартибли айирмаларни кетма-кет 
аниклашга имкон беради. Чекли айирмаларни бевосита 
функциянинг кийматлари буйича ифодалашга имкон 
берадиган муносабатларни аниклаймиз. ^ацицатан, Ау0=  
=  У1 ~У о Ау1 = у а  — У\ булганлиги учун

Д а У о 33 (Уа —  У 1 )  ~ У 1 +  Уо
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булгани учун Д2у 0 =  у2 -  2ух +  у0, 
демак, Д3у0 =* у 3 — Зу2 +  Зу4 — у 0.
Худди шунга ухшаш,

А4У0 “  У* — 4у3 Н- 6у2 — 4ул +  у0.
Исталган учун ушбу формулани исботлаш кийин 
эмас:

А" У о = Ук ~  . . .  + ( - 1 ) * - 1йу1 +
+  (-1)*У„.- 1(2.6)

, Бу формула Акуа айирма учун дам уринли; буни 
курсатиш учун функциянинг дамма кийматлари индекс- 
ларига т сонни кушиб чикиш кифоя.

(2.6) формулани ёдда саклаб ^олиш осон, бунинг 
учун унинг ифодаси биномнинг Ньютон формуласи 
буйича ёйилмасини зслатишига эъткбор бериш керак. 
Бунда факат ук даражалар урнига ушандай индексли 
у ни ёзиш керак. Масалан, у к урнига ук ни, у к~ 1 ур
нига уй_ !  ни ёзиш керак ва д. к, охирги кушилувчида
1- у 0 урнига Уо ни ёзамиз.

Купинча, функциянинг кийматларини чекли айирма
лар оркали ифодалашга имкон берадиган боища фор
мулалар дам уринли булади. Хакщатан, Ау0 =  у 1— у0 
дан У1 ==У0 +  Ау0 келиб чикади.

Шунга ухшаш,
У 2 =  Ух +  Ау4 — (у0 +  Ау0) +  Аух.

лекин А2у0 — Ду4 — Ду0 ва бундан А у, =  А2у0 +  Ау0 бул- 
гани учун

У 2 == Уо +  2Ау0 А2у0 
эканлиги келиб чикади. •

Юкоридаги каби, бу дисоблашларни исталган ук 
учун утказиш мумкин, бунда куйидаги натижа келиб 
чикади:

у к -  у0 +  М у  о +  _ ^ р 1 >  [А2у0 А^у0. (2.7)

Хосил килинган формула ук кийматини ва /г-тартиб- 
гача булган айирмаларни ифодалашга имкон беради. 
к албатта бутун сон булади. (2.7) формулани цуйида- 
гича символик ёзиш кулайдир:

у к =  {\ +  Д)АУо (2,8)
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Б у  ерда (1 +  Д)й кавс Ньютон формулам буйича очи- 
лади, досил ^илинган А2 у0 купайтмалар зса тегишли 
тартибли айирмаларни билдиради.

Чекли айирмаларнинг баъзи энг оддий хоссаларини 
кайд этиб утамиз.

1°. Агар С узгармас булса, у долда АС—- 0.
2°. Д [С/ ( х ) ]  =  СА/{х).
3°. А [/, (х) + / 2 (х)] =  А/, (х) +  Д / 2 (х).
Санаб утилган доссалар етарлича равшан. Бундан 

таищари, бутун я  учун / ( х ) — х п функциянинг айирма
лари учун ифода керак булади.

4°. А (хп) =  п к х п~~1 +  п-^Г1~ - №х п—2 . . .  -\-пкп~ 1 х-\-кп,
'9

Бу тенгликни нсботлаш учун
Д (хл) =  (х +  Н)п — х"

ни ёзиш ва Ньютон биноми формуласидан фойдаланиш 
кифоя.

Бу хоссалардан фойдаланиб, купдаднинг кетма-кет 
айирмалари учун ифодаларни досил килиш осон. Хаци- 
катан, агар

у =■/ (Х) =  а0 х п +  а 4 Xй- 1 х + а п (2.9)

булса, у долда 3° ва 2° хоссаларга асосан
Ау =  а 0 А ( х й) +  а ,  А ( х " - 1) +  . . . +  а п- х А (х),

демак, 4° ни кулланиш натижасида куйидагини досил 
Киламиз:

Ау =  а0 [пкхп 1 +  V х ”—2-Ь . . . +  п к* - 'х+ кп\ +

+  ах [ (я -  1) кхп~* +  -(" ~  1Цп ~  2) /г2 х п~ 3 +  . . .  ] +

+  • • • +  а /1—1
ёки узил-кесил,

Ау -  а0 п к х п- 1 +  [а0 0  /г2 +  ^  ( я , -  1) /г] х « - 2 +
Н~ . . . +  —1 к. (2.10)

Шундай килиб, бош дади а0х п булган я-даражали куп
даднинг биринчи айирмаси бош дади а0пкхп~ 1 булган 
( я — 1 )-Даражали купдаддир.

7* 99



Исталган тартибли купдаднинг кетм-а-кет айирмала- 
рини шунга ухшаш йул билан дисоблаб, ушбу даъвонинг 
туррилигига ишонч досил циламиз:

Агар / ( х )  бош %ади а0х п булган п-даражали куп- 
%ад булса, у цолда исталган т < п  учун Ат/ ( х )  
айирма х  нинг бош %ади п ( п — 1) . . .  (а — да +  1)х 
Х а 0Ьт х п—т булган {п — тударажали купдад и булади 
ва Ап/ (х )  =  п\а-И.п, сунгра т > п  булганда Ап/ ( х )  
нолга айнан тенг.

Бу хулоса Н узгармас, яъни л: нинг цийматлари ариф
метик прогрессия ташкил этган долдагина туррилигини 
таъкидлаб утамиз.

Тескари теорема дам турри булиб, биз уни исботсиз 
келтирамиз: исталган х аргументда функциянинг тенг 
узоцлашган ц,ийматлари учун тузилган п- айирмалар уз
гармас б§лса, у \олда функция п- даражали крпцаддан 
иборат.

Бу даъво практикада кенг цулланилишини биз кейин- 
ро^ курамиз; у функциянинг оралик; ^ийматларини то- 
пишга (агар жадвал радами узгармас б^лса) имкон бе
ради. Бундай купхадларни тузиш усуллари . навбатдаги 
параграфда курсатиЛади.

1 -м и со  л. [(х) —х2—Зх+2  купдаднинг кийматлари 
жадвалини ^араймиз (3 -жадвал). К^абул ^илинган кели- 
шувга асосан айирмаларни- олдиндаги нолларни ёзмас- 
дан, сунгги ^ийматдор рацам бирликларида ёзамиз. Ю^о- 
рида исботланган теоремага мувофи^ равишда иккинчи 
айирмалар узгармасдир, учинчи айирмалар эса нолга

тенг. .
3- ж а д в а  л.

X У
Ду Д2у Д8у

1,0 0 — 16 8
1,2 — 0,16 — 8 8 0
1,4 . — 0,24 0 8 0
1,6 — 0,24 8 8 0
1,8 — 0,16 16 8 0
2,0 0,00 24 8 0
2,2 0,24 32 8 0
2,4 0,56 40 8 0
2,6 0,96 48
2 ,8 1,44

;

. 2- м и с о л. К^иймат- 
лари 4-ж адвалда бе
рилган функцияни ца- 
раймиз ва унинг айир- 
маларини тузамиз.

■ Куриб турибмизки; 
учинчи айирмалар 
амалда узгармас, де
мак, туртинчи айирма
ларни нолга тенг деб 
дисоблаш му-мкин.

Шу сабабли цара- 
лаётган ораликда функ
ция та^рибан учинчи
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тартибли купдад каби 
узгаради.

Биро^ шуни назар- 
да тутиш керакки, куп- 
дадлар учун чекли 
айирмалар да^идаги 
теорема функциянинг 
аник; айирмаларига 
доирдир. Агар яхлит- 
лашга йул цуйиладиган 
булса, амалда узгар
мас айирмаларнинг 
тартиби функциянинг 
^нйматларнни дисоб- 
лаш аницлигига дам,- 
жадв'ал цадамига дам 
жуда боглиц булиб, бу- 
ни навбатдаги мисол- 
ларда курамиз.

3- м и с о л .  Ушбу 
туртинчи даражали 
купдадни карайлик:

4- ж а д в а л

Айирмалар
X у •

Ду Д2у 1 ДЗу

0,30 1,0313
— 330 *

0,35 0,9983 — 38
—368

0,40 0,9615
— 400

- 3 2 6

0,45 0,9215
—427

—27 5

4
0,50 0,8788

- 4 5 0
- 2 3

7
0,55 0,8338 — 16

— 466 5
0,60 0,7872 - 1 1

- 4 7 7 6
0,65 0,7385 —5

— 482
0,70 0,6913

5- ж а д в а л

X У Ду Д2у Д3у Д‘у

4,0 0.150000
810972

4,1 0,960972
864420

.53448
2292

4,2 1,825392 55740 48
920160 2340

4,3 2,745552 58080 48
978240 2388-

4,4 3,723792
1038708

60468
2436

48'

4,5 4,762500 62904 48
1101612 2484

4,6 5,864112
11667000

65388
2532

48

4,7_ 7,031112 67-920 48
1234920 2580

4,8 8,266032
1305420

70500
2628

48

4,9 9,571452
13785418

73228

4,10 10,950000



у =  0,02 х 4 +  0,05 х 3 +  0,04 х 2 +  0,01 х  -  8,85.
5- жадвалДан куриниб турибдики, туртинчи тартиб

ли айирмалар теореманинг даъвосига тула мувофик; 
келади.

Агар шу купдаднинг к^ийматларини туртинчи унлик 
ра^амгача ани^ликда ^араладиган булса ва уша к —0,1 
кадамни сак;ланадиган булса, учинчи айирмаларни амал- 
да узгармас деб дисоблаш мумкинлиги 6- жадвалдан ку
риниб турибди. Бундан танщари, 7- жадвалда уша ку п - . 
даднинг кийматлари юзларгача ани^ликда келтирилган 
булиб, бу долда энди иккинчи айирмалар амалда узгар- 
мае эканлигини куриб турибмиз.

6- ж а д в а л 7- ж а д в а л

X У Ау А'2 у Д=у 'X У Ау А2у

4,0 0,1500 4,00 0,15
81

8110 4,1 0,96 5
4,1 0,9610 534

24
86

8644 4,2 1,82 7
4,2 1,8254 558

2.2
93

9202 4,3 2,75 6
4,3 9,7456 580

25
97

9782 4 3,72 9
4,4 3,7238 605

24
Ю6

10387 4,5 4,76 4 .
4,5 4,7625 629

25
110

11016 4,6 5,86 7
4,6 5,8641 654

25
117

11670 4,7 7,03 7
4,7 7,0311 679

26
124

12349 4,8 8,27 6
4,8 8,2660 705

27
130

13054 4,9 9,57 8
4,9 9,5714 732 138

.13786 5,0 10,95
5,0 10,9500

Ю^орида айтилган изодга таяниб, бундай айтишимиз 
мумкин: агар биз 6 ва 7- жадваллар туртинчи даражали 
купдаднинг ^ийматларини беришини билмаганимизда 
эди, у долда орали^ к;ийматЛарни биринчи долда учинчи 
даражали купдадлар ёрдамида, иккинчи долда эса ик-
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кинчи даражали купдадлар ёрдамида излагай булар
ЭДИК.

Бу куйидагини билдиради: функциянинг кийматлари 
р;анча кам ани^ликда берилган булса, шунча соддаро^ 
интерполяцион формулалар танланиши лозим.

Яна шуни дам кузда ту- 
тиш керакки, яхлитлаш ха- 
толари ю^ори ' тартибли 
айирмаларга анча таъсир 
^илади. 6 ва 7-жадваллар- 
даги айирмаларни 5 -ж а д 
валдаги айирмалар билан 
тавдослаш буни ивдэл кур- 
сатиб беради.

Ж адвал  ^адамининг 
айирмаларга . таъсирини 
аник;лаш учун уша купдад 
^ийматларининг /г =  0,01 ^а- 
дамлн жадвалини ^арай- 
миз. 8 - жадвалдан курина- 
дики, бундай ^адамда ик
кинчи айирмалар датто беш 
ра^амли жадвал учун дам 
амалда узгармас булади.

Агар функция каралаётган ораликда аналитик хусу- 
сиятларг.а эга булмаса, у долда одатда унинг айирмалари 
текис узгаради. Шу сабабли айирмаларнинг текис }/зга- 
рийшнннг бузилиши ^атор долларда функциянинг жад* 
вал билан берилган кийматлари айирмаларининг айрим- 
ларидаги хатоликларни пай^ашга имкон беради.

Функциянинг ^ийматларидан бири хатоликка эга бул
син. Бу хатонинг функция айирмаларига ^андай таъсир 
^илишини 9- жадвалдан куриш мумкин.

9- жадвалда функциянинг ^ийматларидан бирида, ма« 
салан д-кийматда ® хатоликка йул ^уйилганда, айнр- 
маларда хатоликларнинг узгариши курсатилган.

9- жадвалдан куриниб турганидек, айирманинг тарти- 
би ^анча катта булса, хатолик шунча куп булади.

Агар ^аралаётган жадвалдаги иккинчи айирмалар 
ажратилган ораливдан бонща дамма ерда амалда ^згар* 
мае булса, у долда А2уп^.г иккинчи айирманинг туза- 
тилган ^иймати сифатида 9- жадвалда ёзилган учта ик
кинчи айирманинг уртача арифметик киймати олинади,

8- жа д в а л

X У Ау Д2у

4,00 0,15000
7876

4,01 0,22876
7927

51

4,02 0,30803
7928

51

4,03 0,37781
8031

53

4,04 0,46812
8083

52

4,05 0,54895
8135

52

4,06 0,63030
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9- ж  а д в а л

X У Ау ДЗу

Х п-1 У л - 2 Ь У п ~ 2 д з у „  +  е
Х п — 1 У/1- 1 Д .У з-1 +  г А 2 У я ~ 2  +  е А 3 У в - з —  Зг
*П У л ± е Д уп  — е А 2 У л- 1 — 2е А 3 У П~ 1 + Зе
Х П+ 1 Уп + 1 ДУ«+ 1 А 3 Уп +  5 А  3 У п — е
х П+2 Уп+  2

чунки бу учта айирманинг й и р и н д и с и  энди хатога э г а  
булмайди. Шундай цилиб, цуйидагича оламиз:

Д2уп_г — [(А2 у п—2 4  е) +  (А?у«—1 — 2е) -{- (А2 уп +  е)] =я

= =  А2 Уп-з +  А2 Уд-1 +  А3 Уд (211)
3

бу ерда Д2у „ _ а — иккинчи айирманинг тузатилган кий- 
мати.

Иккинчи айирманинг тузатилган кийматини билган 
холда тузатилаётган иккинчи айирма билан бир гори- 
зонтал сатрда жойлашган уп кийматнинг хатосини осон 
топиш мумкин:

(2. 12)

Хато функция ва барча айирмалар каби сунгги_хонанинг 
бутун бирликларида ифодаланади.

Функциянинг хатр ^ийматини тузатилгандан сунг, 
барча айирмаларни ^айтадан ^исоблаш лозим. Фа^ат 
шуни назарда т'утиш керакки, бу йул билан жадвалда 
бир-биридан узовда жойлашган хатоларгина аницлани- 
ши мумкин. Бундан тапщари, функция ^аралаётган ора- 
ли^да шундай хусусиятларга эга булиши мумкинки (ма- 
салан, явдол ифодаланган максимум), натижада унинг 
айирмалари текис узгармайди.

4- м и с о л. Функция жадвал билан берилган булиб 
(10-жадвал), унда иккинчи айирмаларни аргументнинг 
0,25, 0,30, 0,35 ^ийматларига мое ораливдан тацщаридд- 
амалда узгармас деб дисоблаш мумкин. Унинг л:=0,30 га 
мос ^иймати хатога эга деб ^исоблаш табиий.
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10- ж а д в а л 11 - ж а д  в а л

X У- Ду Д3у

0,00. 0,2928341
15632

0,05 0,2943973.
15665

33

0,10 0,2959638
15699

34

0,15 0,29775337
15733

34

0,20 0,2991070
15766

33

0,25 0,3006836
1-5814

48

0,30 0,3022650
15823

9

0,35 0,3038473
15871

48

0,40 0,3054344
15906

35

0,45

0,50

0,3070250

0,30866191
15941

35

X У Ду Д'у

0,20 0,2991070
15766

0,25 0,3006836
15701

35

0,30 0,3022637
15836

35

0,35

0,40

0,3038473

0,3054344
15871

35

Иккинчи айирманинг ту 
затилган кийматини (2.11) 
формула буйича еттинчи ра- 
цам бирликларида топамиз: 

48± | ± 48 =  35>

В = 4 ( 9  -  35) =  -  13.

Хато (2.12) формула буйича еттинчи рацам бир- 
лигида топилади. Шундай ь;илиб, х  — 0,30 да функция
нинг тузатилган циймати жадвалда курсатилган 0,3022650 
урнига у — 0,3022637 булиши лозим. Иккинчи айирма
ларни ь;айта ^исоблаб (11- жадвал), янги ^осил ^илин- 
хан жадвалда иккинчи айирмалар амалда з^амма ерда 
узгармас эканлигига ишонч ^осил циламиз.

Караб чицилган усул функциянинг айрим хатолари- 
ни учинчи айирма узгармас булган ^олда-^ам тузатиш- 
га имкон беради.

Пировардида чекли айирмалар билан функциянинг 
^осилалари орасидаги богланишни курсатиб утамиз. 
Хосиланинг таърифига асосан:

и т / ( х  +  к) — / ( х )  Н щ Д /(А ') 
л-* о Л й~*° Л/ (X)

Бу ерда к етарли кичик бу.лса,
д т  

к/ ( * ) :
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булади. Буни ихчамрок шаклда

У '« Т Г  (2.13)
каби ёзилади.

Энди куйидагини топамиз:
Нш — ЦУ.__Н т  ?'(х  — 2 /  (х  +  к) -)- / ( х )
л-*о Л2 й-*о Л2 • ‘

/(л:) функцияни иккинчи тартибли узлуксиз *осила- 
га эга деб фараз цилиб, икки марта Лопитал коидаси- 
ни кулланами.з (х узгармас, к узгарувчи деб олинади).
У з^олда
и т / ( х + 2 к )  ~  2П х + Ь )  +  / ( * )  _ М т  Г { х +  2к)-2 — 2 ?  (х+к)  
Н-+0 Л2 й-0 2к ■ 1=5

__  П ш  2 /"  (х  +  2к) — г  (х +  к ) __ , ,
й-»0 1 ~ } (Х)>

яъни —  =  / !'{х). Бу ерда к етарли кичик булганда
ю^оридагидек мулоз;азалар юритиб, у — /(рс) функция- 
нинг /г-тартибли досиласи учун У = / { х )  функция п- 
тартибли хосилага эга деб фараз ^илиб цуйидаги фор- 
мулани ^осил циламиз.

(2.13) ва (2.14) формулалар досилаларни та^рибий ди- 
соблашда кулланиши мумкин, Лекин уларнинг ани^лик 
даражаси жуда кам ва шу сабабли амалда анча мукам- 
мал усуллардан фойдаланилади.

.4" §. Ньютоннинг интерполяцион формуласи

Биз куйида урганмоцчи булган Ньютоннинг интер- 
поляцион формуласи Лагранж формуласи сингари уму- 
мий интерполяцион масалани. ечишга багишланади. 
Ньютоннинг интерполяцион формуласини келтириб 
чикаришда аргументнинг тенг орали^лардаги киймат- 
ларини эътиборда тутишимизни айтиб утамиз.

Айтайлик, у =  / (х )  функциянинг цийматлари аргу
ментнинг А'(), х х =  Хо г К х^ = х 0-1г 2  кх . . .  , х /1 =  х 0-\- 
+  пк цийматлари учун берилган булсин. Функциянинг 
бу нуцталардаги кийматларини мос равишда у0=  /{х0), 
У\ — / ( а ’О, . . .  , уп =  /(хп) деб белгилаймиз.
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2- § да к^рсатилганидек, Р(хо)=/(х0), Р{х1)= /(хх), . .
Р (хп) = / ( х п) шартнн цаноатлантирадиган ягона п-лара- 
жали Р{х) купдад мавжуд булади. Хозир бу кугщадни 
излашнинг ва ёзишнинг боища усулини курмокчимиз, 
пировардида бу куп^ад Лагранж,формуласи билан до- 
сил ^илинган куп^ад (жлан бир. хил булади.

Изланаётган к^пдаДни ^уйидаги куринишда ёзамиз:
У ( х ) - а 0 {х—х 0)/+ а2 (х -  х 0} { х ~ х г) +  а 3(х — х 0)Х  
X {х — х г) (х — х?) +  а 4 {х — х 0) {х — х х) (х — х п—,). (2.15)

ай, а и аъ . . . г ап коэффициент® рни топамиз. (2.15) ифо- 
дада я  урнига х 0 куйиб, цуйидаги тенгликни досил ^и- 
ламиз:

Р (х0) =  а0.
Леккн Р (х0) =  у0 булгани учун а0— у0 булади. (2.15) 
ифодада х  урнига х г цуйиб, цуйида'ги тенгликни х;осил 
циламиз:

Р{х,) =  а0 +  а 1(х1— х 0) . '
Бу тенгламада Р(х1) ~ у и а0 =*у0, х — х 0 =  к эканлиги- 
ни хисобга олсак, ах га нисбатан куйидаги тенгламани 
досил циламиз:

У1 =  У о  +  « 1  А .

Бундан а х ни топамиз:’

Маълумки, ух — у о — Ау0. Демак, ах учун куйидаги фор- 
мулани ёзишимиз уринли:

Энди а2 коэффициентни топамиз. (2.15) ифодада х  ур
нига х 2 куйсак,

Р (х2) =  ай +  а х (х2 — х 0) 4- (х2 ~  х 0) (х2 — х,)

келиб чицади. Бу ифодада Р{х2) = у 2, а0 == у 0, ах == ~
эканлигини эътиборга олиб, а2 га нисбатан куйидаги 
тенгламани досил киламиз:

Уз =“ Уо +  ^  • 2й +  а 2 • 2к-к.
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Бундан
у2 — 2Ду0 — у0 =  2 ! а 2/г2.

Охирги тенгламанинг чап томони Д8у0 га тенглигини 
курсатамиз:

у 3 — 2Д уо- У0=  У2-  2 (у 1 -  Уо) -  Уо — У2 ~  2у! +  2у0 -
— Уо= У2-  2У1 +  Уо =  Д2у0.

Шу сабабли
Д2у 0= 2 ! / г 2а 2

булади. Демак,
А2 ул --  •'

- 2! Л- •
Ю^оридаги усулда мулодазаларни давом эттириб,

а -  ^1* а -  ^  л -  дйУо
3 3! Л3 ’ 4 4!

эканлигини исботлаш мумкин. Коэффициентлар учун 
топилган ифодаларнн (2.15) формулага куямиз:

Г(х)  =  Уо (х -  х 0) +  ( х + х 0) [ х - х х) +  . . .  +

+  ~  х °) ~  • • • (х ~  х п—1). (2.16)

(2.16) формула Ньютоннинг 1-интерполяцион форму
ласи дейилади.

Энди Ньютон ва Лагранж формулалари орасидаги 
фарк равшан куриниб турибди. Лагранж формуласи (2.4) 
да дар б(Ир кушилувчи п- даражали купдад ва бу ^ушн- 
лувчилар тенг ду^у^лидир. Шу сабабли биз аввалдан 
(яъни дисоблашларни бажаргунча) бу дадлардан бирор- 
тасини эътиборга олмаслигимиз мумкин эмас. Ньютон 
формуласида цушилувчилар даражалари ортиб борувчи 
купдадларни ташкил этиб, улардаги коэффициентлар кет- 
ма-кет келадиган айирмаларнинг факториалларга нисба- 
тидан иборатдир.

3- § да курганимиздек, кетма-кет келувчи айирмалар 
етарлича тез камаяди. Шу сабабли Ньютон формуласида 
коэффициентлари дисобга олинмайдиган даражада кичик 
булган дадларни ташлаб юборнш имкониятига эга була- 
миз. Бунинг натижасида содда интерполяцион формула 
ёрдамида функциянинг ораливдаги дийматларини аниц 
дисоблаш мумкин.



Ньютон формуласи (2.16) ни амалда к;улланиш учун 
уни бир оз боищача куринишда ёзилади. Бундай ку'ри- 
нишдаги формулани досил цнлиш учун янги белгилашлар 
киритамиз.

х ~ х°- =  I ёки х ~  х й-\-И1 '

(2.16) формуладаги купайтувчилар I оркали куйидагича 
■белгиланади:

х — хо — к ааЬ _  1( =  ^ - 2 ,

Ь — п +  1.

к к к 
х  — х „ — 1 х  — х 0 —  (п.— 1) к

п к

Бу ифодаларни (2.16), формулага куйиб, куйидаги фор
мулани досил киламиз:

Р (х0 +  (к) =  у0 +  ^  Ау0 +  1% | § 2 Уо +

+  А8 У о +  . . .  Д "Уо.
(2.17)

(2.17) формула Ньютоннинг 1 -интерполяцион форму- 
ласининг охирги куринишидир. ^уйида курсатиладиган 
сабабга кура бу формулани Ньютоннинг олдинга ин
терполяцион формуласи дейилади.

(2.17) формулада I нибутун сон деб, к (к <  к) олин* 
са, формуланинг унг томони к-\ - \  та кушилувчидан 
иборат булади. Бу кушилувчилардан охиргилари 
Куйидагича булади:

к (к 1) . .. Д* уй +  Ак у0.

Кейинги кушилувчилар нолга айланади, ч.унки^улар- 
нинг коэффициентлари (к —• к) купайтувчига эга булади. 
Р(х0-\-кк) учун формула хам худди шу (2.17) формула 
куринишида булиб, демак, уй ва у0 лар ва кетма-кет 
айирмалар билан йфодаланади. Демак,

Р(х0 +  пк)=~ ук.
' Охирги тенглик Ньютон формуласини келтириб чи- 

цариш йулидан дам маълумдир.
Агар Ь бутун сон булмаса (бу эса энг кизицарли 

дол дисобланади.) (2.17) формула Р  (х) функциянинг
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кийматларини аргументнинг дастлабкн жадвалда бул- 
маган циймати учун, яъни бирорта х к га тенг булмаган 
х  учун ифодалайди. (2.17) формулани символик кури- 
нишда куйидагича ёзиш мумкин:

Р(Хо +  Щ =  {1+А)‘у0. (2.18)
Бу ерда (1+А)* ни биномиал цаторга ёйиш, унинг А" 
катнашган даддан кейинги ^адларини ташлаб юбориш» 
Аг билан у нинг к^пайтмаси урнига Аг у0 куйиш керак.

(2.17) формуладан / ( х )  функциянинг кийматларини 
аргументнинг х 0 ва х х орасидаги кийматларида топиш 
учун ^ < 1  булиши керак. х х < х < х 2 интервалга ут- 
ганда юкоридаги формулани к^лланиш ма^садга • муво- 
фик эмас, чунки бунда { >  1 булиб колади. Бу х;олда 
/ (х) учун интерполяциялашнинг навбатдаги нуктасини 
олиш керак.

Энди Ньютоннинг интерполяцион формуласини кул- 
ланишга оид мисол келтирамиз.

1- м и с о л .  1- жадвалда берилган етти хоналй ло- 
гарифмлар жадвалидан фойдаланиб, 1000 дан 1010 гача 
булган ^амма бутун сонларнинг логарифмлари х;исоб- 
лансин.

1- ж а д в а л

X У Ду Дау Д»у

1000 3,0000000 43214 —- 426 8
1010 3,0043214 42788 — 418 9
1020 3,0086002 42370 — 409 8
1030 3,0128372 41961 — 401
1040 3,0170333 41560
1050 3,0211893

Жадвалдан куринадики, функциянинг учинчи айирма- 
лари узгармас деб каралиши мумкин.

х  =  1000, у о =  3,0000000, Ау0 =  0,0043214, А2 у0 =* 
=  — 0,0000426, А3 у0=> 0,0000008 деб оламиз. Энди I нинг 
КИйматнни аницлаш цолди. 1к — 10 булгани сабабли 
х  ==1001 учун ^  =  0,1, х г =  1002 учун ^  = 0 ,2  ва ^ .к .  
булади. у нинг изланаётган кийматларини топиш учун 
бажарилиши лозим булган хисоблаш натйжаларини
2-жадвалга жойлаштириш кулайдир. Бунда оралиц 
Кийматлар битта э^тиёт каср хона билан олинади.
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2- ж а д  в а л

1 X *<!=!>. < Ь 2> д,у У

0, Юоо 0 0 0 3,0000000
0,1 1001 . 43214 192 2 3,0004341
0,2 1002 86428 341 4 3,0008677
0,3 1003 129642 447 5 3,0013009
0,4 1004 172856 511 5 3,0017337
0,5 1005 216070 532 5 3,0021661
0,6 1006 259284 511 4 3,0025980
0,7 1007 302498 447 2 3,0030295
0,8 1008 445712 341 1 3,0034605
0.9 1009 388926 192 3,0038912
0,10 1010 432140 0 0 3,0043214

Олинган ^ийматларни етти хонали жадваллардан тек* 
шириб, уларнинг охирги каср хонасигача гурри эканлиги* 
га ишонишимиз мумкин.

1010 дан 1020 гача булган интервалда тегишли ь;ий- 
матлар жадвалини тузиш учун х 0 =  10Ш деймиз. Унда 
у 0 =  3,0043214, Ау0=  0,00442788, А2у0=  0,0000418, А3у0=  
=  0,00000009 булади ва юкоридагидек ишларни бажа- 
рамиз.

Бу мисолдан куринадики, (2.17) интерполяцион фор- 
мулада горизонтал айирмалар жадвалидан битта гори- 
зонтал ^атордаги к;ийматлар ишлатилади. Агар диагонал 
айирмалар жадвалидан фойдаланилса, унда. (2.17) фор- 
мулада диагонал буйича пастга кетувчи айирмалар иш
латилади. Шу сабабли, бу формулани жадвалнинг бош- 
ланишида ^улланиш кулайро^. Чунки бу ерда етарли сон 
мик;дорда айирмалар бор.

Аксинча, бу формула жадвалнинг охирида ярамайди, 
чунки у ерда айирмалар жуда кам. Ю^оридаги мисолда 
х =  1030 десак, фа^ат биринчи ва иккинчи айирмалар, х = 
1040 десак, фак;ат биринчи айирма мавжуд булади.

Шундай килиб, Ньютоннинг биринчи интерполяцион 
формуласидан функциянинг аргументнинг тегишли бош- 
ланрич к;ийматларидан каттарок; ^ийматлари учун ^исоб- 
лашда фойдаланиш кУлайдир, шу сабабли бу формула 
олдинга интерполяциялаш формуласи деб юритилади.

Жадвалнинг охирида интерполяциялаш учун бонща 
формула кулланилади. }^озир шу формулани келтириб
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чи^арамиз. Интерполяцион куп^адни куйидаги к^риниш- 
да ёзайлик:

Р{х) =  а 0 +  ах (х — х п) + а 2(х — х„) (х -  х я_ ,)
+  ап (х — х„) (х — х я—1) . . .  (х — л:,). (2.19)

Аввал б^лганидек, а0,а х . . . , ап коэффициентлар уп — 
— / ( х л) — Р (хп) шартдан топиладн. (2.19) формулада 
х  =  х„ деймиз. У з^олда ай'=  уп келиб чи^ади. Шунинг- 
дек, (2.19) формулада х  =  х л_ 1 десак,

Уп—1 —  Уп 4“ а 1 (Х/г—1 Хп) 

эканлиги келнбч чикадн. Бундан эса х п~ х — х„ =  — к 
булгани учун

„  _  Уп —  У п - 1 1
т  ъ  .

(2.19) формулада х  ~  х га_ 2 деймиз ва а 0, . . .  лар 
урнига тегишли кийматларини куямиз. У з^олда куйи- 
даги формулани з^осил. киламйз:

„  . У п — 2 У п - 1 +  Уп~-2
2 2Л2 21 Л2 ‘

Юкоридаги ухшаш з^нсобларни бажариб, коэффи
циентлар учун куйидаги умумий формулани оламиз:

( ^  —  1 .2 , . . . , А ) .  _

(2.19) формулага коэффициентлар учун топилган ифо- 
даларни куйиб, куйидагига эга буламиз:

7 4 * )  =  Уп +  (х  ~ Х П) +  Л2Г ^ ' : ( х - Х п )  { X -  х л_ ,)  4-

+  • • • +  ( х - х п) (х — *„_*) . . . ( х - х , ) .  (2.20)

Бу формула Ньютоннинг иккинш интерполяцаон 
формуласи дейилади. Бу формуланинг шаклини бир 
оз узгартирамиз. Янги белгилаш киритамиз:

ёки х  =  х п +  Иг.

(2.20) формуладаги купайтувчиларни I орцали ифода- 
лаймиз:

*  — * Я - 1  „ х —  ( х „  —  Н )  ,  . ,



X ХП — 2 ,, X (хп 2Н)  ̂ . 2 
к к 1

X  —  *1 '==' х  — (хп — (х п — (/г — 1)/г) ^   ̂ ]г _  } 
к ^  к '

Охирги ифодаларни (2.20) формулага куйиб, куйи- 
даги формулани ^осил ^иламиз:

Р (х) =  Р{хп Ч- Иг) =  Уп +  Ь А Уп-х +  ({1. ! г ) Аг уп—2 +

+  . . . +  ?(/ : °  • А- ' ) А -у ,  (2.21)

(2.21) формула Ньютоннинг иккинчи интерполяцион 
формуласи ёки Ньютоннинг орцага интерполяциялаш 
формуласи деб юритилади.

(2.21) формулани цулланишга оид мисол келтирамиз.
2- м и с о л .  1- мисолда берилган 1- жадвалдан фой-

даланиб, 1§ 1,044 топилсин.

х 3 — 1050; Уз == 3,0211893; Ауа =  0,0041560;
А*У1“  0,0000401;

А3у0 ='0,0000008; х = 1 0 4 4 ;   ̂=  — 0,6 ларни (2.2.1) фор
мулага цуямиз:

Р(  1044) = 3 ,0 2 1 1 8 9 3 +  ( - 0 ,6 )  0,0041560 +
+  ( -0 ,6 )4 -0 .6  + О о,0000401 +

( -  0,6) С -  о,6 +  1) ( -  0,6+2) 0)0000008^

^исоблашларни бажариб,
Р(Ю44) — 3,0187005

ни х;осил циламиз. Логарифмларнинг еттихонали жад- 
валлари буйича текшириш каср хоналарининг хаммаси 
турри эканлигини курсатади.

5- §. Сонли дифференциаллаш

Энди сонли дифференциаллаш ^а^идаги масалага 
утамиз. Бундай дифференциаллаш масаласига биз прак- 
тнкада купинча дуч келамиз: функциянинг жадвал цпя- 
матларинн (масалан, экспериментал маълумотлар) бил- 
гап ^олда ^осилларни топишга турри келади.
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1- § да баён ^илинган мулщ азалар бу з^олда ^андай 
йул тутишнй курсатиб беради. Д а^щ атан , интерполяцион 
купз^ад ^аралаётган ораливда бернлган функция билан 
етарли даража ании;ликда устма-уст тушса, функциянинг 
узи эса уща оралиеда анча силли^ б^либ, текис узгарса, у 
^олда интерполяцион куп^аднинг ^осиласи з^ам талаб ки- 
линаётган з^осиладан кам фар^ ^илади, деб з^исоблаш 
мумкин.

Бунда функция интерполяция тугунлари орасида к^п 
сондаги экстремумларга эга булмаслиги учун бу тугун- 
лар орасидаги масофа етарлича кичик, деб тахмин ^илиш 
лозим булади. Акс з^олда функция билан интерполяцион 
купз^аднинг ^ийматлари орасидаги фарк; кичик булса-да, 
уларнинг з^осилалари орасида з^еч бир умумийлик (ух- 
шашлик) булмаслиги мумкин.

Агар к^аралаётган функция интерполяция тугунлари 
орасида текис (силли^) узгарса, у з^олда жадвал курини- 
шида берилган функциянинг з^осиласини топиш учун уни 
интерполяцион купз^ад билан алмаштириш керак.

Шу сабабли сонли дифференциаллаш учун Лагранж 
интерполяцион формуласини кулланиш х;еч цандай ку- 
шимча тушунтиришни талаб этмайди. Ньютон форму
ласини ц^лланиш учун бир кичик изоз<; бериш лозим.
4- § даги (2.17) ва (2.21) интерполяцион формулаларда 
эркли узгарувчи ролини л: билан х  =  х 0 +  /А муносабат 
орцали богланган I узгарувчи уйнайди, / ( х )  функция 
Г (х 0-^Иг) функция билан алмаштирилгани' туфайли бу 
функциянинг хосиласи мураккаб функцияни дифферен
циаллаш цоидаси буйича олинади:

й Р __й Р  Л х
й{ с1х сК ’

;ни куиидагича цайта езиш мумкин:
&Р _  -с: АХ 
3 7 = - /  К*)м .

— Ь бйлгян<асунгра — =  А булгани учун

/ < * ) ; -  | Х ^ .  (2.22)

Шундай цилиб, жадвал билан берилган функциянинг 
з^осиласини топиш учун унинг Ньютон интерлоляцион 
формуласини { буйича дифференциаллаш ва натйжани 
жадвал к;адамига булиш лозим.



Ньютон формуласи буйича сонли дифференциаллашга 
дойр мисол келтирамиз. Бунинг учун аналитик ифодасш 
маълум булган функцияни караймиз ва уни жадвал би
лан бериб, ^осиласини интерполяцион формула ёрдамида 
топамиз. Шундай килсак, ^осиланинг тоиилган ^иймати- 
ни унинг аналитик усулда топилган ^а^и^ий киймати би
лан тавдослаш мумкин булади.

М и с о л .  у = / ( х )  = ех функция /г =  0,1 кадамли 
туртхонали жадвал куринишида берилган булсин 
(1- жадвал). / '  (1,06) ни ^исобланг.

Хосиланинг кийматини жадвал охиридаги х  учун 
топиш талаб килинаётганлиги сабабли, Ньютоннинг 
оркага интерполяциялаш формуласи (2.2.1) ни цуллана- 
миз: х п — 1,1, у п «  3,0042, к у п~ г —  0,2859, А3уй_ 3 =  

=  0,0026, А2у я_ 2—'0,0272 деб оламиз. У ^олда
/ // I | \ ........ . ' --

Р{ 1 +  Щ =  3,0042 +  I - 0,2859 +  0,0272 +  -

+  -  0,0026.

(2.22) формулани [кулланиб, куййдагини досил ки- 
ламиз:

?  ^  =  Т  Ж  в  Т  [°>2859 +  Щ 1  0 ,0272+
3/2 ч-'б 1 +  2

1 1 Гл 1
г

2 - 0,0026].

Сунгра к =  0,1 ва I =  — 0,4 булгани учун

. /  (1,06) =  10 [о,2859 +  ^ -°- 4/  4 1 0,0272 +

+  — 6 ~ | ' ° ’4 +  2 0,0.026] =  2,8865.

Берилган функция у =  ех т р ,  шунинг учун косила- 
нинг х — 1,06 даги ^акикий (аник киймати) 9,8864 га 
тенг, демак, хато ^туртинчи белгкнинг (ракам) бирли- 
гига-тенг, яъни у яхлитлаш хатоси булиши ^ам мум
кин.

Албатта, боища ^олларда Ньютон интерполяцион 
формуласи ёрдамида дифференциаллашдаги хатолар 
катта булиши мумкин. Бу ^олларда янада ашщрок нати- 
жалар 4- § да тавсифланган марказий айирмали интер
поляцион формулалардан фойдаланиш билан ^осил ки- 
линади. Уларни кулланиш Ньютон формулаларини кул-
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1 - ж а д в а л  ланишдан з^еч бир фар^ 
цилмайди.

Аргументнинг ж ад
валда булган ^нймат- 
ларй учун з^осилалар- 
ни яна з^ам осонро^ 
топиш мумкин. Уларни 
интерполяцион форму- 
лалардан фойдалан- 
масдан, з^осилаларнн 
бевосита чеклн айир
малар оркали ифода- 
лаб топиш мумкин.

Керакли формула- 
ларни келтириб чи^а- 
риш функциянинг чек- 
ли айирмалар оркали 
ифодасини ва даража- 

ли цатор ёрдамидаги ифодасини так^ослашга асослана- 
ди. Функция-ни чекли айирмалар ор'Цали тасвирини, 
масалан, Ньютоннинг ол'динга интерполяция формуласи 
билан берилади: . л

X у ==/'(■*) Ду Д*у Д3у

0,6 1,8221
1917

0,7 2,0138
2117

200
24

0,8 2,2255 224

0,9
2341 22

2,4595
2587

246
26

1,0 2,7183
2859

272
28

1,1 3,0042
3159

300

1,2 3,3201

-"У о +  у  А У о  +  +
*(*— 1)(*-2) 

1-2-3 Л3Уо+ (2.23)

Уша функциянинг узини Маклорен формуласи буйича 
ифодаланишйни ёзайлик:

Р { 1 ) - Р  (0) +  ±  Р' (0) +  ^  Р" (0) +  Р'" (0) +  . . . (2.24)

(2.23) тенгликнинг з(;адларини I даражаларининг ортиб 
бориши буйича жойлаштирамиз:

А2 Уо , А3у0

+  1П  [^2Уо ~~ АЗУо +  Й Д 4Уо

А4 Уо
7

Хосил килинган ифодани (2.24) тенглик билан так- 
Кослаб, I нинг бир хил даражалари олдидаги коэффи
циентлар буйича куйидагиларни з^осил киламиз:
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Р" (0) =  Д2у0 -  АЗу 0 +  н  Д4у0 _  . . . 

Р"' (0) =  А3у 0 — у  А4у 0 +  . . .  , 

Р 1У (0) =  А4у0 . . ,

(2.22) формулага асосан / ' (х) =>у' — — Р'(1) га эга- 
миз, шунга ухшаш

" 1 / - ' " ( О , . . ./г3

у —/ ( х )  функция досилаларининг х  =  даги 'киймат- 
ларини мос равишда уо, У , . . . оркали белгилаб, куйи- 
дагини доснл циламиз:

Уо =
_ _1
“ к ^

Уо -  Ж  [А2Уо -  А3 Уо +  ^  А4у0

1
У о ЙЗ А3У0

, IV  1
!у - йг А*у ■

Бу формулалар такрибий дифференциаллаш форму- 
лаларидир.

111 б о б 

ТАКРИБИЙ ИНТЕГРАЛЛАШ

1- §. М еханик квадратуралар

Аник интегралларни такрибий дисоблаш учун форму- 
лалар анча куп кулланилади. Гап шундаки, купчилик 
элементар функциялар учун чекли бошланрич функция- 
лар мавжудэмас, шу сабабли аник интегрални Ньютон—» 
Лейбниц формуласи ёрдамида дисоблаш мумкин булмай- 
ди. Шунингдек, шундай доллар дам учраб турадикй, чек-
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ли'куринишда топиб буладиган интеграллар мавжуд бул- 
са-да, уларнинг ифодалари анча мураккаб булади, ана 
шу холларда тадрибий интеграллаш формулаларига му-* 
рожаат этишга турри келади. Тадрибий дисоблаш фор- 
мулалари айникса жадвал билан бериладиган функция- 
ларни уз ичига оладиган масалаларни дал этишда му- 
димдир.

Турли тадрйбий дисоблаш формулаларини досил ди- 
лишнинг энг кулай усу л и даторлар ва интерполяцион 
формулаларни дулланишдир.

У — / ( . ’с). функция [а, Ь] интервалда узлуксиз булиб
ь
[ / ( . х) йх  интегрални дисоблаш талаб этилаётган бул- 
а
син. [а, Ь] интервалии а — х 0 <  х { <  х 2 <  . . .  < х п =  Ъ
буладиган килиб А (1 <  г <  «) да-
дам 'ёрдамида тенг булакларга буламиз. у,- =  / { х )  
(О <  г <  я) лар / ( х ) функциянинг булиниш нудталари- 
даги дийматлари булсин. 4- § даги Ньютоннинг (2.17) 
интерполяцион формуласидан фойдаланамиз, унда х  —
— х 0 +  Л/ у долда с1х =  к(И, интеграллаш чегаралари 
а — х 0, Ь =  х 0 +  пк булиб, дуйддагани досил киламиз:

Ь х„+п11 |  Й
]  / ( х )  й х ^  )  Г  ( х 0 + 1Щ  Ш \ =  к \  (Уо +  М у 0 +

+  А2у0 +  *■( / -  - 2) А;х +

' Интеграллаш натижасида ь;уйлдагини досил диламиз:

(3.1) формуладан бир датор сонли интеграллаш форму
лаларини („механик квадратуралар формулалари“) до
сил дилиш мумкин, бунинг учун оралидни турли сон- 
даги булакларга булиш ва турли даражали интерполя
цион формулалардан фойдаланиш лозим.

(3.1) формулада п = 1  деймиз. Бу.долда биринчи тар- 
тиблидан юдори тартибли айирмалар булмайди, чунки



биз фа кат иккита х 0 ва х 0 +  к нуктага эга буламиз. 
У долда
Хц-\-1г

[ у й х ^ к Уо +  у ЛУо1 = 1 г (у а - \ -У±-^Уо - ь У1 +  уо 
2 ' (3.2)

Геометрик пуцтаи назардан бу натижа мутлако рав- 
шан. Хакиь$атан, я = 1  дейиш билан биз функцияни 
биринчи тартибли интерполяцион куп^ад билан алмаш- 
тирамиз, яъни эгри чизиции ватар билан алмаштирамиз 
(2.10- раем.) Бундан интеграл одатдаги турри чизи^ли 
трапеция юзи билан алмаштирилади. Бунда / ( х )  чизиь;- 
ли функция булса, у долда формула аник булади.

(3.2) формула катта оралкщлар учун анча куполдир, 
албатта. Лекин уни ани^лаштириш учун п соння катта 
цилпб олиш ва бунда говори тартибли интерполяцион 
формуладан фойдаланишга зарурат йук. Бунда бонщача 
йул тутиш фойдали: [а, Ь\ интервални п та булакка 
булиб, бу орали^ларнинг дар бири учун алодида фор
мулани ^улланиш, яъни бутун [а, Ь] интервалда битта 
/г-даражали интерполяцион формулани цулланмасдан, 
балки айрим ораликларнинг д а р  бирида турли биринчи 
даражали интерполяцион формулаларни цулланиш ло-
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зим. Бунда эгри ч изщ  синик чизик {2.11- раем) билан 
алмаштириладк.

(3.2) формулани-(дг/—!, '^ )  ораликларга цулланиб, 
цуйидагини досил кплампз:

Хц V

] уйх  =  к — ^ у~,

С уйх-_  ^  У я - 1  +  Уя

г (3.3)

. (3.3) формулаларнинг даммасини (3.2) формула билан 
Кушиб, интеграл учун та^рибий ифода берадиган уму- 
мий формулага келамиз: 

ь
[уйзх  я» к Уо +  Уп (3.4).

Бу  содда формула к етарлича кичик, яъни булиниш 
нунталари сони п катта булганда, анча яхши натижа 
беради. (3.4) формула трапециялар формуласи номи 
билан юритилади, бу ном унинг геометрик маъноси 
билан тушунтирилади.



Энди, анча кенг таркалгаи ва куп ишлатиладиган 
бошка форму лага ^тамиз. (3.1) да 2 деймиз, яъни 
иккинчидан юкори тартибли,барча айирмаларни ташлаб 
юборамиз. У долда

х0+2 к

к 2уо +  2Ау0 +
1

А2у0

— 2у0 +  т  {У2 —- 2у, + у 0 (Уо +  4у, +  у2). (3.5)

Хоснл килинган формуланинг геометрик маъносини 
ойдинлащтириш цшйт эмас: у =  / ( х )  функция [х0, х 0+  
+  2к] интеграллаш оралигида эгри чизикнинг х 0, х 0-\-к, 
х 0 +  2к абсциссали нукталаридан утадиган иккинчи да- 
ражали у — А х 1 +  Вх  4- С парабола билан алмаштири- 
лади (2.12- раем). Албатта, агар / ( х )  иккинчи даражали 
купдаддан иборат булса, (3.5) формула аник натижа 
беради. Бирок бу формула / ( х )  учинчи тартибли куп- 
дад булган долда дам аник киймат бе'риши юкорида 
курсатилади.

(3.5) формуладан, юкоридаги каби, интегрални бу- 
тун [а, Ь\ интервалда такрибий дисоблаш учун форму
лани досил килиш мумкин. Бунинг учун \а, Ь] интер- 
вални 2 п та булакка буламиз ва ораликларнинг дар 
бир жуфти учун (3.5) формулани куллаиамиз:



] уйх  ~  -д- (у0 +  4у( +  у 2), 

|  уйх т  у  СУг +  4у3 4~ у 4),

*0
Л-,

(3.6)

2/г

|  у й х ^ - ^  (Уа«-2 +  4у2я_ 1-Ь у 2й).

Барча (3.6) формулаларни жамлаб, куйидагини з^осил 
Киламиэ:
6
|  уйх  ~  -д- [Уо +  У2я 4* 4 (У1 ~Ь Уз +  • • +  У2/1- 1) +  2 (у2 +

+  у4+  . . .  4- у 2 л—г)]- '(3.7)
(3.7) формула Симпсон формуласи ёки парабола- 

лар форму ласа дей-илади.
Агар з^исоблашлар арифмометр ёки дисоблаш маши- 

налари ёрдамида бажариладиган булса, у з^олда Симп
сон формуласини бошкача, ордннаталарни группаламас- 
дан ёзиш мумкин: 
ъ

|  уйх  ~  у  [у0 +  4у4+  2у3 2у2„ _ 24~ 4у2л__1+  у 2„ ] .
а .

(3.8)
Булиниш оралицла- 

ри сони бир хил бул* 
ганда Симпсон форму
ласи трапециялар фор- 
муласига Караганда 
яхширо^ натижалар 
беради. Шу сабабли 
бу формула купро^ 
^исоблашни талаб к;ил- 
са-да, ундан фойдала- 
нилади. Айнн^са, функ- 
циянинг к;ийматларини 
куп сондаги нуцталар- 
да з^осил цилиш имко- 
ни булмаган з^олларда

1 - ж а д в а л

X * X1 1+лг8 / ( л ) “  1+*

0,00 0,00 1,00 1,0000000
0,1 0,01 1,01 0,9900990
0,2 0,04 1,04 0,9615385
0,3 0,09 1,09 0,9174312
0,4 0,16 1,16 0,8620690
0,5 0,25 1,25 0,8000000
0,6 0,36 1,36 0,7352941
0,7 0,49 1,49 0,6711409
0,8 0,64 1,64 0,6097561
0,9 0,81 1,81 0,5524862
1,0 1.0 2,0 0,5000000

122



трапедиялар формуласйдан кура Симпсон формуласини
афзал курит лозим.

Механик квадратуралар формулаларининг аниклиги
^а^идаги масалани 2- § да куриб чи^амиз, бу ерда эса
формулаларнинг ^улланилишига дойр мисол курамиз.
Бунда биз ^осил ^илинган натижаларнинг ани^лигини
осон ба^олай олиш ма^садида ани^ киймати яхши маъ-
лум булган интегрални оламиз:

1
Г (ИхМ и с о л .  ] у - - — интегрални 0 <  х  1 оралицни 10

булакка булиб, трапедиялар усули ва параболалар усу- 
лида дисоблаймиз. Бу ерда к — 0,1. Функциянинг ций- 
матларини топамиз:
Трапециялар формуласи буйича:

|  ~  р| 1 Г1.00000 +  0-500000. ^  0,9900990 +  
о + х  1_

+  0,5524862] =0,7849815.

Симпсон формуласи буйича

йх
1 +  х 2

ОД
3 1,00000000 +  0,5000000 +  4 (0,99 00990 +Iо I-

+.0,9174312 +  . . . +  0,5524862) +- 2(0,9615385 +  . . . +  
+  0,6097561)] =  0,7854648].

Ах
1 +х* булгани учун биз бу инте

грални такрибий дисоблаш билан сонининг тацри-
бий кийматини топамиз деб дисоблаш 'мумкин.

учун ^акиций циймат 0,785 39816 . . . булгани учун
трапециялар формуласйдан фойдаланишдаги нисбий 
хатолик 0,0403 ни, параболалар методидан фойдаланил- 
гандаги нисбий хатолик эса 0,0085 ни ташкил этади.

2- §. Механик квадратуралар формулаларининг 
аницлиги ^а^ида

Энди механик квадратуралар формулаларининг аник- 
лигини бах;олаш масаласига утамиз. Аввал 1- § даги
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(3.4) трапециялар формуласинннг аницлигини бадолай- 
миз.

Юкорида, (3.2) формулани келтириб чикаришда кур- 
сатиб утилганидек, у / (х) функцияни [л:0; лгх] интервал- 
да биринчи даражали интерполяцион купдад билан ал- 
маштириш натижасида досил булади. Уни Рх (х) оркали 
белгилаймиз.

1- § даги (3.3) умумий интерполяцион формуланннг 
колдик дади учун куйидагини ёзамиз:

/ ( х )  -  Рг (х) +■ (х — х 0) (х — х,). (3.9)

(3.9) тенгликни [х0; х х\ интервалда интеграллаб ва 
Рх (х) чизицли функция эканлигини дисобга олиб, куйи- 
дагини досил киламиз:
х, ( Х\

] / (х) йх  <=■к +  ~  ] / "  (е) (х — х 0) (х — Х() йх.
Х$ Хо
Шундай килиб, 1- § даги (3.2) такрибий [тенгликнинг 
хатоси ушбу колдик дадга тенг:

Х.1

г =  У  ] / "  (I) (х — х 0) (х — X)) йх.  (3.10)
Х о

(х — х 0) (х — х |)  купайтма (х0; х,) оралицда узгар
мас ишора сацлайди. / " (х) иккинчи досилани узлуксиз 
деб фараз килиб, аник интеграл учун уртача киймат 
дакидаги умумлаштирилган теоремани (3.10) интеграл- 
га куллансак, куйидагини досил киламиз: 

х'
г =  2- / "  ( 1̂) [ {х -  х 0) (х — х х) йх  =  & ).

- х °  .

бу ерда ^  (х0, х 4) интервалда ётади.
Шундай килиб, (3.10) тенгликнинг колдик дади

/ • - - ] | / " & )  (3.11)
куринишга эга булади.

Бундай ифодаларни дамма (Хг—^Х;) ораликлар учун 
жамлаб, умумий /? хато учун

2  /" «/)
О — *=1

ифодани досил киламиз.
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Иккинчи досиланинг айрим нукталаридаги киймат- 
ларинанг уртача арифметик кийматиня %  оркалш бел- 
гилаймиз.

Иккинчи досшла шартга кура узлукснз, шунинг учун 
у]№ ни иккинчи досиланинг {а,Ь\ интервалдаги уртача 
Кийматнга тенг деб дисоблаш мумкин, буни бундай 
ёзамиз:

У долда

г-1

к =  булгани учун (3.4) трапециялар формула-
сининг колдик дади учун узил-кесил куйидаги ифодани 
досил киламиз:

Д “ н Й г / ' ' ® .  (3-12)

(3.12) цолдик даднинг ифодасидан куриниб турибдики, 
трапециялар ф орм уласи /(х )  чизикли булган долда аник 
киймат беради, чунки бу долда'

/ "  ( х ) з О  в а / ,7(?) =  0 .
(3.7) Симпсон формуласинннг аниклигининг бадоси 

дам шу йул билан досил килиниши мумкин, бирок бу 
йул анча узок дисоблашларни талаб этади. Шу сабабли 
биз колдик даднинг ифодасини бошкача келтириб чи- 
Кариш йулини курсатамиз, бу йул, бир томондаи, му- 
раккаб дисоблашларни талаб этмайди, иккинчи томон- 
дан, аникликни бадолашнинг бошкача усулларини 
курсатишга имкон беради.

[х ~~ к, х - \-к \  интервалда туртинчя тартибли узлук
сиз досилага эга булган / ( х )  функцияни караймиз, 
унинг бошлангич функциясини Р(х) оркали белгилай- 
миз. Ньютон—Лейбниц формуласига к^ра

х + к

] / ( х )  йх  =  Р{х +  В) — Р(х — к).
X ~Н

Иккинчи томондан, (3.5) формула
.г+й
]  / ( х ) с Г х «  А [ / ( * _  А ) + / ( х  - М )  +  4 / ( х ) ]
х - к
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ни беради. Ушбу

<Р (А ) =  Р ( х  +  А ) -  Р  ( х  -  к )  -  4  [ Д х + А )  +  / ( х — А ) +

+  4 / ( х ) ]  ( 3 . 1 3 )

ёрдамчи функцияни к;араб, х  ни фиксирланган, к  ни 
узгарувчи деб дисоблаймиз. Равшанки, <р (0) =  0 экан- 
лигини дисобга олиб, (3.13) функциянинг к  буйича до- 
силаларини -топамиз:

[/?'(*) = / ( * ) .

?' (А)=/(х  +  к) -+ /(х  — А)---- ^  [ Д х  +  А) + / ( х  -  А) +

+  4 / ( х ) ]  -  ^  [ /  ( *  +  А ) - /  ( х  —  А ) ] ,

(/г ) =  /  (X  +  А ) —  /  ( х  —  А ) —  ~  [ / '  ( х  +  А ) -  /  ( х  —  

- А ) ] - 1  [ / '  ( х  +  к )  +  / '  ( х  -  к ) ]  

у " '  (А ) =  / "  ( х  4  А ) +  / "  ( х  -  А ) -  [ / "  ( х  +  А ) + / " ( х  —  / г ) ] —  

— (л: -Ь /г) — У" (л:—А ) ] .

Биринчи ва иккинчи досилаларда А =ь= 0 деб,
<Р/ (0) =  0 , ср" (0) =  0

ни досил циламиз.
Учинчи досиланинг ифодаси, |ухшаш дадларни их- 

чамлангандан сунг,

(А )  =  4  [ / "  ( х ] +  А ) ( х  -  А ) ]

куринишни олади. Лагранж формуласига кура

(А ) =  —  ~  А 2/ ' У ( У ,  х - А  <  5 ,  <  X  +  А . .

Фиксирланган х  да ^  орали^ нукта А катталикка 
боглиц булади, албатта. Энди буср"(0) =  0 эканини ди- 
собга олиб, охирги тенгликни интеграллаймиз:

П | й
(' <р*' ( к )  й к  =  9 "  ( А )  = '  -  4  [  А2 / !у  ( ч )  Й А .

— о о .

- Унг томондаги интегралдаги / 1У(^) катталик А нинг 
бирор функциясидир, чунки унга к  аргумент боглир;-
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дир. Бу мураккаб функциянинг Ьх га узлуксиз, боглик- 
лигининг исботига т^хталиб утирмасдан, интегралга 
уртача киймат дакидаги умумлашган теоремани к;улла- 
намиз:

и л 3

[ к (50 йк  = / 1у (?2) { V  йк =  - ^ / 1У (У ,
о о

бу ерда ?2 олдинги ^  каби (0 ,к) интервалдаги оралик 
нукта булиб, к га бог ли к. Шундай килиб,

(л) =  - 1 1  / 1У &) ак = -  ? | / 1У (?,).

Шунга ухшаш мулодаза юритиб, куйидагиларни то
памиз:

у' (к) — — Л~ / % ) ,  ср .(А) ,= -  - | / ,У (|),

буерда ?3 ваЕ—(0 ,/г) интервалдаги янги оралик нукталар. 
Шундай килиб, (3.5) формуланинг хатолиги бундай ифо- 
даланади:

? (/0 =  - / Па ) | .  (3.14)

(3.7) Симпсон формуласининг колдик дадини досил 
килиш учун (3.14) тенгликларни я. жуфт оралик учун 
жамлаб чикиш зарур. (3.12) формула учун келтирилган 
мулодазаларни такрорлаб,

г, ЛУ/ \
^  =  - « д о /  ^  

ни досил киламиз, бу ерда т) — янги оралик нукта, к =  
бУ ^ани учун сунгги формулани бундай ёзцш 

мумкин:

(3.15) тенгликдан куринибтурибдики, интегрални тац- 
рибий дисоблаш учун (3.7) параболалар формуласи /  (х) 
учинчи даражали ёки ундан паст даражали купдад 
булганда аник циймат беради, чунки бу долда

/ у ( х ) ^ 0 -
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(3.12) ва (3.15) ба^олардан фойдаланиш мураккаб 
булгани туфайли уларнинг амалий а^амияти унча катта 
эмаслигини ^айд этиб утамиз. Шу сабабли механик квад-
ратуралардан фойдаланишда бошкача усулларга муро- 
ж аат  этилади.

Жумладан, функциянинг Симпсон формуласида иш- 
латиладиган к;адам билан тузилган жадвалида иккинчи 
ёки учинчи тартибли айирмаларнинг доимийлиги Симп
сон формуласини ^улланиб булишлигининг му^им крите- 
рийсидир. Ха^и^атан, бу нарса функциянинг иккинчи ёки 
учинчи даражали куп^адлар билан яхши тасвирланиши- 
ни курсатади, бундай купз^адлар учун эса Симпсон фор
муласи аник; натижа беради. Купинча, трапециялар ёки 
параболалар формуласйдан фойдаланишда цуйидаги 
усулдан фойдаланилади: кесмани п булакка (п жуфт) ва 
2 п булакка булиб, интеграл параболалар формуласи бу
йича з^исобланади. Агар бунда зфсил буладиган тргамат- 
ларни /„ ва / 2„ оркали белгиласак, у х о л д а /„ ва / 2л нин 
дастлабки хоналарининг бир хил булиши з^осил ^илинган 
^ийматларнинг ани^лиги з^а^ида хулоса чи^ариш имкони- 
ни беради.

Интегралларни ^аторлар ёрдамида дисоблаш укувчи- 
га математик анализ курсининг тегишли булимидан маъ- 
лум. Шу сабабли биз бир неча мисол куриш билан чекла- 
намиз ва бунда ишнинг дисоблаш жих;атига алоз^ида, 
зЬтибор берамиз.

3 -§ . ^аторлар ёрдамида интеграллаш

X

О
ж али каторга ёйилмасини топамиз. 

М аълум кн,

У  з < ;о л д а
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Хосил килинган катер бутун тугри чизикда яцин- 
лашади.

1

2 - м и с о л .  | е~х" йх  интегрални 0 ,0001  гача аник-
о

ликда дисобланг.
х = \  цийматни юцорида ^осил килинган каторга 

Куйиб, цуйидагига_ э^а буламиз:

/  =  \ рГ х\ 1 х  - 1 - . 1  +  1 - 1 - + - 1 _________ ^ _ 1 ~ _
1 Л 3 ^  10 42 216 1320 ' 9360

____ !— и
75600 т  - • '

Топилган сонли. катор алмашинувчи ишорали булиб 
у тез якинлашади.

Лейбниц теоремасига асосан, бундай к,аторнинг й и р и н - 

дисини унинг ^исмий йигиндиси билан алмащтиришдан 
х;осил буладиган хатони абсолют киймати ташлаб юбо- 
рилган ^адлардан биринчисининг абсолют кийматидан 
катта булмайди.чШу сабабли каторнинг биринчи еттита 
з^ади билан чекланиш мумкин, чунки саккизинчи ^ад:

< 0,0001| 75600

Бу еттита даднинг йигиндисини ^исоблаб, / 4 =
— 0,746.8 ни х;осил киламиз; бунда оралик дисоблашни 
битта кушимча ра^ам билан олиб бориш лозим.

X
3- м и с о л .  31Х =  | —̂  йи интеграл синуснинг дара-

о
жали каторга ёйилмасини топинг ва 51 2 ни ^исобланг.

зш и нинг ёйилмасини >$исобга олиб, бундай ёзиш 
мумкин:

51п и , а 2 , а* а 6 , , , « 2п ■
1 _  -  т г  +  . . .  +  (— I )1и 3 !  1 5 !  у ,  I • • • 1 V ^  ( 2 я + 1 ) !

Бу ердан:

(’ 51п а  , х 3 . х ъ х 7 , ,
81 *  — ]  — й и  —  х ~  -дТдр +  5-5! —  7>7! + . . .  +  . . .

**2«-И
+  ( 2 / 1 + 1 ) -  (2п—1 ) !  +  • • •



Бун га х  =  2 ни куйиб, цуйидагини з^осил киламиз:

о __9 _____ —  4 -  —  - I- -Н1. -2”  и
3.3! 5-5! 7-7! Л д-9! ~~ Т П П  +

Досил ^илинган ^атор, аввалги мисолдаги каби, алма- 
шинувчи ишорали, шунинг учун ёзилган ^адларнинг 
охиргисини ташлаб юбориш билан биз унинг абсолют 
^ийматидан кичик, яъни 0,0000005 дан ортщ  булмаган 
хатога йул ^уямиз, демак, бешта ра^амга кафолат бе- 
риш мумкин. Шундай к;илиб,

81 2 =  1,60543
4- м и с о л .  Теглшли интегрални каторга куйиб, 

агс 81п 0,2 ни ^исоблаиг.
Маълумки,

0,2 . 0 , 2  ■ __1_
агс  8 1110,2  =  I ... ............=  I (1 — X 2) 2 йх .

6 I * ' х" о
Ньютон биноми’формуласйдан фойдаланиб. цуйида- 

гини топамиз:
0,2

агз 8Щ 0 ,2  -=  | ( 1 +  ~  х^ +

Ь _3-5 • 7 х в г  \ й х  =  0 2 4 - 1 +  0,23■ 4- ' 3 ' 0’2° 4-’ 2• 4-6■ 8 > ■ • - I й  1 ^  • 2-3 1 2-4-5 '
, 1-3-50,2 1 -3-5-7 0,29
' 2-4-6  7 1 2 -4 -6 -8  9 1 ’ ' '

Бу цаторнинг йигиндисини ^исоблаймиз, бунда, маса- 
лан, биринчи учта 'з^ад билан чекланамиз ва х;осил була- 
диган хатони аницлаймиз.

Досил ршинган кат0Р узгармас ишорали, шунинг учун 
унинг йигидисини (хатосини) олдинги мисоллардан бош- 
к;ачарок; базделанади.
• К,а-тор йириндисининг хатоси:

р  _  1-3-5 0,2- 1 -3-5-7  0,2^
'  2 -4 -6  7 2• 4 -6 -8  9 "1_ * ' '

Бундан барча з^адлардаги биринчи купайтувчиларни 
(улар бирдан кичик) ташлаб юбориб ва барча махраж- 
ларни 7 га тенг деб олиб, биз бу билан ^аторнинг барча 
з^адларини орттирамиз,- Шунинг учун

% <  +  у -  +  . . .  — у  (о,2 7 4- 0 ,29 4  . . . )  =  т ё ^ 2 ’

130



демак, бешта ра^амга кафолат бериш мумкин. Шундай 
Килиб, куйидагини хосил киламиз:

агс зш 0,2 =  0,20136.

IV  б о б
ДИФФ ЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАРНИ ТАКРИБИЙ 

ИНТЕГРАЛЛАШ

1- §. Умумий изо^лар.

Биринчи тартибли дифференциал тенгламаларни ечиш 
методлари а сосан бу тенгламаларни узгарувчилари аж- 
раладиган тенгламаларга келтириб, кейин интеграллаш- 
.га асосланган. Бундай тенгламаларни квадратураларда 
ечиладиган тенгламалар дейилади. Иккинчи тартибли 
тенгламани одатда биринчи тартибли тенгламага келти- 
ришга ^аракат килинади, бунда ^осил булган тенглама 
квадратураларда ечилса,.у ^олда дастлабки тенглама- 
нинг ечимини ^ам иитеграллар ёрдамида ёзиш мумкин.

Агар бунда учрайдиган интеграллар элементар функ- 
циялар оркали ифодаланмаса, у ^олда уларни олдинги 
бобдаги методлардан фойдаланиб такрибий топиш мум
кин. Бирок дифференциал тенгламаларни урганишда ай- 
тиб утилганидек, квадратураларда ечиладиган тенглама
лар типлари сони куп эмас.

Физика, ва техника масалаларини з^ал этишда куплаб 
учрайдиган хилма-хил турдаги тенгламалар уларнинг 
такрибий ечимининг куп сонли методларини ишлаб чики- 
лишига олиб келди. Бу методлар ечимни кайси шаклда 
беришига каРаб уларни уч катта группага булиш мумкин.

Маълумки, математик анализда функциянинг берили- 
щйнинг уч асосий усули: аналитик ифода билан, график 
ва жадвал ёрдамида берилиши каралади. Бунга мувофик 
равишда биз такрибий ечимнинг аналитик ифодасини бе- 
радиган такрибий интеграллаш методларини аналитик 
методлар деб аташимиз мумкин. Интеграл эгри чизик- 
ларни, яъни дифференциал тенглама ечимининг графиги- 
ни такрибий ясаш методларини график методлар деб 
атаймиз. Ни^оят, сонли интеграллаш методлари жумла- 
сига шундай методларни киритамизки, уларни кУлла“ 
ниш натижасида биз такрибий ечимни жадвал шаклида 
*;осил киламиз.
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2-§. Сонли интеграллаш методлари. Эйлер методи

Дифференциал тенгламаларни сонли интеграллаш ме* 
тодлари одатда бонща метэдлардан кура купро^ ишла- 
тилади. Тенгламаларни ^аторлар ёрдамида ани^мас ко- 
эффициентлар усули билан ^ам, кетма-кет дифференци- 
аллаш усули билан ^ам интеграллашда куп сонли ^ад- 
ларни олиш керак булиб к;олиши мумкин. Ани^ликни ба- 
^олаш, айни^са, умумий ^аднинг ифодасини топиб бул- 
маган холларда купинча жуда ^ийин булади. Бундан 
танщари, математик'анинг амалий татби^ларида излана- 
ётган ечимни берадиган формула эмас, балки аргумент- 
нинг тайин цийматларида ечимнинг цийматларини билиш 
талаб ^илиниб, ана шуларни ^исоблаш лозим булади.

Сонли методларни баён этишни Эйлер методидан бош- 
лаймиз. Бу метод нисбатан ^упол булиб, анчагина тахми- 
ний ^исоблашлар учун цулланилиши мумкин. Биро^ 
унинг асосидаги роялар аслида сонли методларнинг кенг 
синфига асос булади. Шу сабабли уни батафсил куриб 
чи^иш фойдали.

Ушбу
/  =  / ( * ,У )  (4-1)

биринчи тартибли дифференциал тенглама
х  =  х 0, у «= Уо (4.2)

бошлангич шарт билан берилган булсин. к сонни шун- 
дай танлаб оламизки, (бу ерда х ,  =  х 0 +  к) (х0, х х) ин- 
тервалдаги барча х  лар учун у функциянинг киймат- 
лари Уо дан оз фарц килсин (функция узлуксиз). У 
холда у нинг курсатилган интервалда узгаришини бун- 
дай ёзиш мумкин:

У ~  Уо +  ( * | —  х о) Уо —  Уо +  (х  л о) / ( ж о. У о ).

бу ерда уо =  / '  (х0, у0) берилган х  — х 0 нуктада у' хоси- 
ланинг киймати. Бошцача айтганда, бу оралицда эгри 
чизиь; турри чизик (эгри чизивда оралицнинг бошида 
утказилган уринма) билан алмаштирилади.

Ораликнинг охири х 1— х 0 +  к учун

==  Уо 4 "  ^ У о  +  2 ^
X  ~ х г
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ни *осил циламиз. Худди шунга ухшаш, х = = л 2 =  д:0+  
+  2к учун цуйидагини ёзиш мумкин: у 2 =  +  Ауь бу 
ерда

Функциянинг навбатдаги цийматларини шу цонун б^- 
йича туза борнб, куйидагини досил циламиз:

и 14
бу ерда у*+1 ^ / \ х к,у к). Маълум белгилашлардан фой- 
даланиб, Эйлер методининг бу схемасини ушбу форму- 
лалар билан тасвирлаш мумкин:

Шундай цилиб, бу ерда гап изланаётган функциянинг 
айирмаларини кетма-кетдисоблаш устида бормоцда.

Эйлер методининг геометрик маъносини куриш осон. 
Бунда интеграл эгри чизиц синиц чизиц билан алмашти* 
рилиб, бу синиц чизикнинг буринлари узгармас горизон- 
тал проекцияга эга. Биринчи бурин интеграл эгри чизицца 
(*о, Уо) нуктада уринади (2.13- раем).

Досил цилинган формулалар бошцача мулоцазалар- 
дан ,^ам ^осил цилиниши мумкин булиб, биз улардан ке-

у! - / ( « ! ,  У1>.

Уа+1 =  У к +  ^Ул»

(4.3)

О Я'0 X1 Хг X
2. 13-расм.
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йинчалик д а м  фойдаланамиз. (4.1) тенгламадан бундай' 
ёзиш мумкин:

У (** н ) =-- у {хк) +  | / { х ,у { х ) ) й х .  (4.4)
хк

1- ж а д в а л

«м 1 2 1 3 4 5 6

№ Х1 У1 2х1П ДУГ Л .2 ж .У/
~ч~

е 1.
,Л = 0,5  бУл- 

ганда
У1

0 0 1,00 0,00 0,00 1,00 0,00
1 0,1 1,06 0,20 0,02 1,01 . 1,00
2 0,2 1,02 0,41 0,04 1,04 1,03
3 0,3 1,06 0,64 0,06 1,09 1,08
4 0,4 1,12 0,90 0,09 1,17 1,15
5 0,5 ■ 1,21 1,21 0,12 1,28 1,25
6 0,6 1,34 1,60 0,16 1,43 1,38
7 0,7 ' 1,50 2,09 0,20 1,63 1,55
8 0,8 1,70 2,71 0 27 1,89 1,78
9 0,9 1,97 3,54 0,35 2,25 2,08

10 1 2,32 2,72 2,49

Агар (^фштегралда / ( х , у  (х)) функцияни узгармас 
ва {хк, ук)  нуцтадаги кийматига тенг деб кабул в;илин* 
са, у долда интеграл Н/(хк, ук) га тенг булади, демак,
(4.4) формула (4.3) формулага айланади.

1- м и с о л .  Бошлангич шарти х 0 =  0, у 0 ==-1 булган 
у' =  2ху тенгламани (0,1) ораликда. Эйлер методи билан 
интеграллаймиз, А =  0*1 деб .кабул киламиз.

^ с о б л а ш  схемаси ва натижалари 1- жадвалда бе
рилган. Бошлангич маълумотлар буйича (1) ва (2) ус- 
тунлардаги биринчи сатр тулдирилган. Сунгра |

Уор&оУо
тенгламадан (4) устуннинг биринчи сатри учун у' ^исоб- 
ланади ва (3) устун учун биринчи ва иккинчи сатрлар 
орасидаги

А Уо =  1гу'о
киймат ^исобланади. Энди (2) устундаги иккинчи сатр- 
ни тулдириш мумкин:

У \ =  Уо + ' А у 0,

134



сунгра (4) устундаги иккинчи сатрни тулдириш мумкин 
ва х. к. 2

(5) устунда аник ечим у ^--ех нинг цийматлари икки 
ракамгача ани^ликда келтирилгаи.

Натижаларни солиштириш шуни курсатадики, х = \  
да аник ечим у =  2,72, шу билан бир вацтда Эйлер 
усули билан х;исобланган киймат у 2,32. Нисбий хато. 
14% атрофида, яъни анча катта. Якинлашипши яхши- 
лаш учун к ни кичрайтириш, яъни интервални булиш 
нукталари сонини орттириш лозим.

(6 ) устунда Эйлер методида к =  0,05 цадам билан 
дисоблаш натижалари келтирилган. Бу ерда х  — 1 да 
нисбий хато 1 % ни ташкил этади, яъни олдингидан 
икки марта кичик; л: =  0,5 учун эса хато 1,5% дан сал 
ортик, яъни нагижани конккарли деб дисоблаш мумкин’

3- §. Адамс — Крилов методи

Эйлер методи ёки унинг ани^лаштирилган тури бера- 
диган ечимнинг аншушги купинча талаб ^илинадиган 
аншушкни таъминлай олмайди. ^адамнинг “анча камай- 
тирилиши аншушкни орттирса-да, лекин а-нча катта 
дажмли ^исоблашларни талаб этади. Адамс — Крилов 
методи ^адам бир хил булганда Эйлер мётоди ва унинг 
ани^лаштирилган турига Караганда купро^ анш$ натижа- 
лар беради, мазкур параграфда шу методни куриб чи^а- 
миз.

Дифференциал тенгламаларни интеграллаш методи 
бу ерда >̂ ам Эйлер методидаги каби ечимнинг биринчи 
айирмалари Ауп ларни кетма-кет дисоблашга келтири- 
лади, лекин бунда айирмалар - анщ ро^ хисобланади.

Яна '
У '= / ( х , у )  (4.1)

биринчи тартибли дифференциал тенгламани
х= гХ0, У — Уо (4-2)

бошлангич шарти биландараймиз. к интеграллаш ^ада< 
мини ^араймиз ва ^иймати

'% =  у 'п к = / ( х п>уп)к  (4.5)

муносабат билан аницланадиган янги ч\п ми^дорни ки- 
ритамиз. Ау айирмаларни ба^олаш масаласи икки бос-
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кичга булинади; миадорнинг дастлабки цийматларини 
ва айирмаларини аниклаш дамда кейинги айирмаларни 
топилган микдор б^йича аниклдш (жадвални давом эт- 
тириш). Бу босцичларнингиккинчисини куриб чицамиз.

Тенгламани интеграллаб, биз п- сатригача тулди- 
рилган 1- жадвални, тузган булайлик.

Энди уз олдймизга бу жадвални яна бир сатр давом 
эттиришни, яъни Ауп ни, кейин эса у'п+г ни маълум г\п, 
Ат]я —1 кийматлар буйича ифодалашни максад килиб куяй- 
лик, дозирча бу жадвал п номергача кандай тулдирил- 
гани масаласига тегмаймиз. Биз дозир аникламокчл 
булган формула Адамс — Крилов усулида энг асосий- 
дир. Агар учинчи айирмаларни кулланиш билан чек- 
ланадиган булсак, бу формула куйидаги куринишни 
олади:

-  -Чп +  т  4 Ч - ,  +  ,Т 4 ’ +  т  А’ X - , .  (4.6)

Бу формулани функция билан унинг досиласи ора- 
сидаги ушбу маълум муносабатга асосланиб келтириб 
чкщарамиз:

Уп+1~Уп = \ у ' \ х ) й х ,  О )
Х П

Буни бундай ёзиш мумкин:
хп+X '

I  ^ У '{ х ) ~  ■ (4.7)
Хп

Бу ерда Ну' (х) функцияни унинг олдинги нуцтала- 
рида 7](х) нинг кийматлари буйича тузилган интерпо- 
ляцион купдадига тенг деб дисоблаб, интегралня бун
дай дисоблаш мумкин:

х п+ 1

А у „ = |  ч (х )% :  (4.8)
х п

Агар Ну'(х) м щ дор  амалда узгармас булган учинчи 
тартибли айирмаларга эга деб дисобланадиган б'/лса, 
у долда т] (я) интерполяцион купдадни учинчи даражали 
деб дисоблаш мумкин.

Ньютоннинг иккинчи интерполяцион формуласини 
кулланиб, т] (х) функция учун [хп~ ъ\х п] кесмада интер-
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поляцион купдад тузамиз, х п—в нинг интерполяция ту- 
гунлари сифатида х п х п—%\ х п ни оламиз.

(4.5) белгилашдан фойдаланиб, куйидагини досил 
циламиз;

^{х) — т) (хп 1Щ — 'Чп 1 {(■̂ -1- А3 Т]п_ 2 +

+  ,(1 ± ^ Ж ±._21  дз 7)п_ з> (4.9)

бу ерда

к.
(4.8) формулани узгарувчиларни куйидагича х  =  

’ — х п +  Ог, Ах — 1г<И алмаштириш - ёрдамида бундай ал- 
маштириш мумкин:

1
«  Аул ==> 1 т) (л„ +  //г) сН.

Сунгра бу ерда у (хя +  ^0 учун (4.9) ифодадан фой
даланиб куйидагини топамиз:

1

Ау„= ‘
о

Vп +  ^А х  _ 5 +  д 2 Т]п_ 2 4 -

(И

ёки узил-кесил

Ауп ~ +  "у. А ^  А- т)л_ 2 +  -д- А3 т)л_ 3,

бу эса талаб килинаётган (4.6) формулани беради.
Хосил килинган Ау„ цийматни жадвалда бор булган 

уп цийматга куш и б функциянинг навбатдаги кийматини 
х,осил киламиз. Маълум х п+1 ва уп+1 кийматлар буйича

\ +1 =  У 'п+ А  -  / ( х п+1, Уп+хУЛ

ни х,исоблаш мумкин. Бу т) микдорнинг кейинги номер- 
ли айирмаларини топиш имконини беради.. Шундай ки- 
либ, Адамс — Крилов формуласи 1- жадвални бир 
кадамга ва, демак, исталган сондаги кадамга давом 
эттириш имконини беради.
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I I I  р е м

ОПЕРАЦИЯЛАРНИ ТЕКЩИРИШ ВА 
ОПТИМАЛЛАШТИРИШ УСУЛЛАРИ

I б о б

И Н Ж Е Н Е Р  ЛИК-И:т;ТИСОД ИЙ МАСАЛАЛАРИ

1- §. Математика ва инжёкерлик-щтисодий 
масалалари

Математиканинг биринчи принципйал хусусияти 
унинг бирор хулосани келтириб чи^аришда Ноидадан деч 
^андай четламаслигидан (изчиллигидан) иборат.

Математиканинг иккинчи принципиал узгачалиги у 
ёки бу хулосани келтириб чик;аришда удга аксиоматик 
ёндашишидан иборат. Бунда дастлаб аксиомалар систе- 
маси берилиб, сунгра уларга асосланиб янги математик 
^оида ва хулосалар яратилади.

Математиканинг учинчи принципиал хусусияти шун- 
даки, у тушунчаларнинг реал маъносидан ^атъи назар, 
улар билан ишлаш имконига эгадир.

, Энди одатдаги математик мулодаза юритишни ^арай- 
лик. Дастлаб,. юкорида айтганимиздек, аксиомалар сис- 
темаси киритилади. Сунгра бу аксиомалар системасидан 
фойдаланиб ва логик цоидаларни татбиц этиш билан, яи- 
ги-янги тушунчалар досил ^илинади. Бу ерда энг му^ими 
шуки, эришилган янги тушунчалар асосида янги билим 
олишдир. Математика учун энг му^ими эса унинг тузили- 
шидаги ички ^арамадарш иликлар булмаслигидир. Шун
дай ^илиб, объектларнинг реал хоссаларидан абстракт- 
ланиб, логик ^оидалар асосида, улар устида математик 
алмаштиришлар натижасида янги-янги хосса ва муноса- 
батларни досил ^илиш мумкин. Бу эса кейинро^ эмпирик 
равишда тасдикланиши мумкин.

Хар г^андай айтилган математик фикр ва мулодазалар 
текшириб курилиши мумкин. Масалан, утказилган куза- 
тишларни математик ну’цтаи назардан та^лил к;илиш на
тижасида Г. Мендель наел юритувчи генлар мавжудли- 
ги ^а^идаги хулосага келди. Бир гуру^ биолог олимЛар 
экспериментал .натижаларни математик нуцтаи-назар- 
дан тадлил ^илиш натижасида Менделнинг хулосасини



«йувда» чицардилар. Лекин тезда атодли математик 
олим, академик А. Н. Колмогоров бу олимларнинг хуло- 
салари нотурри эканлигини.ажойиб тарзда исботлаб бер- 
ди. Бунда барча камчилик математик аппаратдан уз ур- 
нида яхшй фойдалана олмасликдан келиб чиедан эди. 
Шундай щ либ, математика Мендель ва унинг тарафдор- 
ларининг сузсиз да^ эданликларини объектив исботлаб 
берди.

Сунгги йиЛларда фаннинг турли усул л придан фойда- 
ланилаётган билимлар со^асида л<уда катта юту^ларга. 
эришилмокда. Фанларнинг «^заро туднашиш» процесси 
руй бермовда: нисбийлик назарняси (физика+ матема
тика), генетика (биология +  химия +  математика), ки
бернетика (биология +  механика +  математика) в.а бош- 
калар.

«Соф математика»ни бонда фанлардан сунъий ажра- 
тиб к;уювчилар янглишадилар. Барча фанлар узаро жипс 
боглангандир. Х^озирги вадгда интеграция процесси ин
тенсив давом этмоада.

2- §. Иктисодий-математик тад^икотлар
Маълумки, иктисодий-математик тад^и^отлар айник;- 

са кейинги йилларда ривожлана бошлади. ИЩтисодий ма- 
салаларни математик усуллар ёрдамида текширишга 
баришланган биринчи асар XIX асрнинг бошларида боси- 
либ чиедан эди. Бунда, шу вак^тдан бошлаб иктисодий- 
математик тад^и^отлар кенг ривожлана бошлади, деган 
суз келиб чикмайди. Купгина олимлар бу янги йуналиш- 
га шуб^а билан ^арадилар, фа^ат баъзи ташаббускор- 
ларгина бу янги йуналишнинг порло^ келажагига ишон- 
дилар.

Халк; хужалнгининг сонли модели жа^онда биринчи 
марта француз олими Ф. Кеие томонидан XVIII асрда 
ишлаб чи^илди. У тарихга «И^тисодий жадвал» номи би
лан кирди. Шу жадвал асосида автор ишлаб чи^аришни, 
товар алмаштириш ва та^симлашнинг чексиз куп индиви
дуал фактларини халк, хужалигн ну^таи назаридан умум- 
лаштиришг.а муваффад булди.

К  Маркс ицтисодий масалаларда математик усуллар- 
нинг а^амиятинн биринчилар ^аторида чукур тушунди 
ва ундан узининг манщур «Капитал» асарида амалий ра- 
вишда фойдаланди. У ижтимоий такрор ишлаб чи^арнш 
!^онунларининг математик усулда шундай ифодаладики,
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бу ишлаб чидариш, истеъмол ^илиш ва жамгариш эле* 
ментлари орасидаги мураккаб муносабатларни кургазма* 
ли равишда баён 1̂ илиш га имкон берди. Досил килинган 
муносабатлар асосида К. Маркс капиталистик жамиятда 
оддий ва кенгайтирилган такрор ишлаб чи^аришнинг сон
ли параметрларини аник;лади.

К. Маркснинг такрор ишлаб чик;ариш схемасини 
В. И. Ленин тулдирди ва ривожлантирди. У хал^ хужа- 
лиги ривожланишининг янги томонларини сонли муноса
батлар ёрдамида сифат жидатдан очиб берди.

Дозирги кунгача купгина олимлар математикани ижо- 
дий ривожлантириш асосида ик;тисодда булаётган про* 
цессларни чук;ур урганишда катта адамиятга эга булган 
жуда куп амалий натижаларга эрншмо^далар.

И^тисодий-математик тад^идотлар ривожланишининг 
ажойиб садифаларидан бири академик А. В. Канторович 
номи билан борлаиган. У математиканинг дозирги кунда 
и^тисодий масалаларини ечишда кенг ^улланиладиган 
бутун бир содаси — чизидли программалаштиришнинг 
асосчиси _ булди.

Уттизинчи йиллар охирида Ленинграддаги фанера иш
лаб чидарувчи трест Ленинград давлат университетининг 
математика ва механика институтига дуйидаги масалани 
дал этишни таклиф дилди: фанера листини минимал чи» 
дииди чидадиган дилиб дандай кесиш мумкин? Бу муам- 
мони дал дилишни А. В. Канторовичдан илтимос дилиш- 
ди. Бу масалани фадат математика ёрдами билан ечиш 
мумкин эди. Лекин олимнинг проблемани минимумлаш* 
тириш масаласи сифатида дал дилиш учун уринишлари* 
дан сунг, бу долда математик анализнинг традицион усу* 
лидан фойдаланиш мумкин эмаслиги маълум булди. Бу 
эса дуйилган проблеманинг дал этиб булмаслигини эмас, 
балки уни ечиш учун баъзи амалий татбид дилинадиган 
усулларни ишлаб чидиш зарурлигини курсатар эди. Бу 
усуллар Л. В. Канторович томонидан ишлаб чидилди, 
Унинг усули традицион математик анализда фойдалани* 
ладиган Лагранж купайтувчисини ^згартиришдан (мо* 
дификациялаштиришдан) иборат эди.

Л. В. Канторович бу масалани еча туриб, планлашти* 
ришнинг талайгина проблемалари худди шу формада 
ифодаланиши мумкин эканлигини, шунинг учун дам бу 
нроблемаларни шунга ухшаш усуллар билан дал эта 
олиш мумкин эканлигини к^рсатиб берди.
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1941 йилда А ^Ш да Ф. Л. Хичкоке биринчи булиб 
транспорт масаласи деб аталувчи масалани ечди. Чизи^- 
ли программалаштиришнинг купгина масалаларини ечиш 
имконини берувчи симплекс усулнинг Ж. Б. Данчиг томо- 
нидан ривожлантирилиши катта адамиятга эга булди.

Кейинги йилларда Совет и^тисодий-математика фани 
планлаштиришдаги оддий ^исоблашдан то тармоцли ри- 
вожланишнинг оптимал планини тузишгача булган катта 
йулни босиб утди. Бу со^ада и^тисодчи-математик ака- 
демикларимиздан В. С. Немчинов, В. В. Новожилов,
Н. П. Федоренко ва А. Г. Аганбегян мамлакатимизда ва 
чет элларда кенг танилгандир.

Республикамиз олимлари ^ам академик В. К,, ^обулов 
ра^барлигида бу фаннинг ривожланишига ва унинг хал!^ 
хужалигига кенг татбик; этилишига катта ^исса к;ушмок- 
далар.

Нима учун и^тисодий масалаларда математикалаш- 
тириш процесси тез суръатлар билан ривожланмоцда де- 
ган савол турилиши табиийдир. Бу саволга ^ис^ача цуйи- 
дагича жавоб берйш мумкин. Иктисодий системалар жу- 
да мураккаб системалар ^аторига киради. Шунинг учун 
уларни ани^.усуллардан фойдаланмасдан туриб анализ 
циЛиш мумкин эмас. Бундам тапщари, иктисодий маса
лаларда купинча сонли параметрлар билан иш курилади, 
бу эса математик усуллардан> фойдаланишга ^улайлик 
яратади.

Мураккаб иктисодий системаларни тад^и^от цилиш, 
анализ ^илиш аппарата математика фанидир. Бундай 
системалар узгаришининг оптимал ва унинг я^ин траекто- 
рияларини топишда ажойиб математик усуллар мавжуд- 
дир. Бу усуллар ёрдамида турли хил масалаларнн ^ал 
1̂ илиш мумкин: юкларни энг яхши усуллар билан ташиш, 
ма^сулотни энг рационал йул билан ишлаб чи^аришдан 
тортиб, бутун тармо^лар ривожланишининг оптимал пла
нини тузишгача булган масалаларни ечиш мумкин.

Электрон ^исоблаш машиналари (ЭДМ) нинг пайдо 
булиши и^тисодий-математик тад^икрт ривожланишига 
янада кенгрок; имкониятлар яратди.

Дозирги кунда бир ^анча амалий-и^тисодий масала- 
лар математика ёрдамида ечилади. Бунда келтирилган 
фойда унлаб миллион сумларни ташкил этади. Бу тадци- 
^отлар йуналишининг асосий узгачалиги шундаки, бунда 
эксперимент реал ^аётда эмас, балки к;огозда бажарила-
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ди. К,орозда ечимнинг юзлаб, минглаб вариантларини ^а- 
раб чи^илади ва математик усуллар ёрдамида улардан 
энг яхшиси танланади. Бундан. кейингина у амалга тат- 
бт\ этилади.

Иктисодий объектларни т,екширишнинг бу узгачалик- 
лари ечишнинг янги усулларини излаб топишни талаб ^и- 
лади, Бу ерда фак;ат математикагина и^тисоднинг ривож
ланишига таъсир курсатиб к;олмай, балки уз навбатида 
ш^тисод ^ам математиканинг ривожланишига имкон яра- 
тади.

Аммо ^озирги кунда бу со^ада айрим моментлар мав- 
жуд, чунончи хозирча иктисоднинг э^тиёжлари матема
тиканинг имкониятларидан ортицроедир.

Иктисодий амалиёт математиканинг янги тармок;ла- 
ри — чизи^ли программалаштириш, уйинлар назарияси,. 
оммавий хизмат назарияси ва ^оказоларни вужудга кел- 
тирди. Математика асосида иктисодий процессларни тек* 
ширишнинг балансли, тармо^ли ва бонща махсус усул- 
лари ривожЛанди.

3-§ . И^тисодий-математик моделлар
Иктисодий-математик усуллардан фойдаланиб, и^ти- 

содий-математик моделларни ишлаб чиг^иш ва уларни 
реализация дцлиш узаро борлшущр.

Моделларни ясаш кишилар фаолиятида жуда катта 
роль уйнайди. Умуман айтганда, модель ва моделлашти- 
риш жуда кенг тушунчалардир. Масалан, ^ар ^андай би- 
лишнинг узи моделлаштиришдир, чунки бунда берилган 
объект бош мияга нерв клеткалари комплекси ёрдамида 
идеал куринишда аксланади, яъни биз объектнинг моде
ли билан иш курамиз.

Модель берилган системанинг аксланишидан иборат 
була туриб, лекин моделлар ёрдамида берилган система
нинг энг мух<им белгиларини такрор ишлаб чик,иш мум
кин. Моделларда реал ёки абстракт объект ва процес- 
лар, шу.^илан бир цаторда улар орасидаги борланишлар- 
ва уларнинг хоссалари аксланиши мумкин.

Моделлар графиклар, расмлар, формулалар, макет» 
лар, турли хил механик, электрик ва бопща ^урилмалар 
куринишида булиши . мумкин.

Моделлаштириш бевосита кузатили.ши мумкин бул- 
маган объект ёки процессларни урганишда айни^са кат
та а^амиятга эгадир.
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Моделлаштиришлар макетларга 1̂ араб бир-биридан 
фар^ ^илади: физик, информацион, математик моделлаш- 
тйриш ва к. Самолётнинг аэродинамик хоссалари унинг 
оригиналидан бир неча марта кичрайтирилган макети 
ёрдамида текширилади.

Шу ^аторда бопща со^алардан 5̂ ам турли мисоллар 
келтириш мумкин. Моделлаштириш спецификаси шундан 
иборатки, бунда бош ма'сала, даддан таищари мураккаб- 
лаштириш ёки ^аддан таищари соддалаштиришга йул 
цуймасликдир. Бунинг учун текширилаётган процесс ёки 
^одиса моделини ^ар томонлама чу^ур анализ цилиб ку- 
риш зарур. Шундагина кутилган амалий натижаларга 
эффектов ва тез ва^тда эришнш мумкин.

Яна бир мисол тарик;асида ^уйидагини курайлик.
1951— 1953 йилларда .Калифорния университетида 

профессор О. Смит ра^барлигида капитализм и^тисодий 
системасининг электрон модели тузилган эди. Бу к;урил- 
мада. капиталлар ^аракати электр токи воситасида так
рор ишлаб чи^илди, товарлар сотишнинг кечикиб ^оли- 
ши — трансформаторлар ёрдамида такрор ишлаб чи^а- 
рилдй ва ^оказо. Бу модель асосида бундай и^тисодий 
система унча тур рун булмаган система эканлиги аницлан- 
ди (узгариш даври 10 йил атрофида). Шундай цилиб; 
электрон моделда утказилган экспериментлар ёрдамида 
К. Маркс ва Ф. Энгельснинг капиталисток ишлаб чи^а1- 
ришнинг цикллилиги (такрорланиши) ^ацида хулосала- 
ри ёр^ин тасди^ланди. Бу эса капиталисток ишлаб чи^а- 
ришда ицтисодий кризисларнинг сузсиз булишини курса- 
тади.

Иктисодий-математик методлардан фойдаланиб кон- 
крет 1-щтисодий процессии анализ ^илишда цуйидаги беш- 
та этапни шартли равишда ^аралади: 1) масаланинг цу- 
йилиши; 2 ) масаланинг математик моделини ишлаб чи- 
к̂ иб ва унга асосланиб, изланган ечимни тоииш; 3) мо- 
делнинг реал >^ак;и^атга я^инлигини, шу билан бирга 
олинган ечим сифатини текшириш; 4) модель ва ечим 
реал ^а^ицатга етарли даражада мос келмаса, уни туза- 
тиш; 5 ) олинган ечимни амалга ошириш.

Биринчи этап энг масъулиятли этапдир. Чунки олина- 
диган охирги натижа масаланинг турри цуйилишига, тад- 
^и^отчининг процесс моз^иятини чу^ур тушунишига ва 
унинг характерли хусусиятларини ажрата билишига куп 
жи^атдан борлик;дир.
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Шуни айтиш керакки, и^тисодий-математик модель 
ёрдамида олинган ечимдан з^амма ва^т тезгина амалиёт* 
да фойдаланилавермайди. Унинг реал ^а^ицатга мое ке- 
лишини текшириб, чук;ур анализ цилиш о^ибатида бирор 
к;арорга келингандан сунггина, з^аётга татби^ этилади.

И^тисодий-математик моделлардан фацат конкрет 
натижаларни, бирор к^рсаткичнинг аящ  ^ийматини то- 
пишдагина фойдаланилмасдан, балки улардан ик,тисо- 
дий продесслар ёки з^одисаларнинг хусусий ёки умумий 
^онуниятларини ани^лашда з^ам фойдаланилади, .яъни 
улар бу з^олда реал з^ацицатни анализ ^илиш инструмен
та булиб ^исобланади.

II) б о б

ОПЕРАЦИЯЛАРНИ ТЕКШИРИШ ВА ОПТИМАЛЛАШТИРИШ 
МИСОЛЛАРИ

1- §. Чизицли программалаштиришнинг ицтисодий 
математик модели

Чизи^ли моделлар, жумладан, чизик;ли программа- 
лаштириш модели жуда кенг тар^алган. Чизик;ли про
граммалаштиришнинг ихтиёрий масаласининг бопща 
масалалардан асосий фар^и шундаки, унда ^аралаётган 
мивдорлар орасидаги муносабатлар чизн^ли ифодала- 
нади.

Чизи^ли программалаштириш масалаларининг узига 
хос асосий хусусиятлари чизи^ли ма^сад функдияси, фой- 
даланиладиган ресурслар — узгарувчи мик;дорларга 
^уйиладиган чизи^ли шартлардан иборат.

Мацсад функцияси берилган системанинг оптимал ва- 
риантини танлаш учун тузилган маълум оптималлик кри- 
терийси асосида аник,ланади.

Узгарувчи мицдорларга цуйилган шартлар берилган 
системанинг ривожланиш чегарасини, имкониятини ифо- 
далайди.

Узгарувчи мицдорлар эса чизи^ли программалашти- 
риш масаласидаги изланувчи номаълум мивдорлардир.

Чизи^ли программалаштириш масалаларини ечиш- 
нннг бир неча ухшаш з^олларни куриб чицайлик.



1- ж а д в а л

1. И ш л а б  ч и к; а р и ш ^ у в в а т и д а н  р а ц и о -  
н а л  ф о й д а л а н и ш  ^а^идаги масала. Айтайлик, кор- 
хона икки хил ма^сулот тайёрлашда турт хил группа иш
лаб чи^ариш жи^озларидан кетма-кет фойдаланиши ке- 
рак. Корхонага А ма^сулотнинг бир комплектини тайёр- 
лашида 2 минг сум, В ма^сулотнинг бир комплектини 
тайёрлашида 3 минг сум фойда келади. Икки хил махсу- 
лот комплектларини тайёрлаш учун сарфланадиган ^ар 
^андай группа жи^озиинг ишлаш ва^ти фонди (кунлар 
хисобида) ва ме^нати (бу з^ам кунлар ^исобида) 1- жад- 
валда ифодаланган. Шу шартлар бажарилганда корхона
га энг куп фойда келтирадиган иланни ишлаб чи^иш за- 
РУР-

Ишлаб чицаришнинг 
мумкин булган вариант- 
ларини (яъни мумкин 
булган планларни) х г ва 
х 2 деб белгплаймиз, бун
да х х — А  ма^сулот комп- 
лектлари сони, х 2 —В 
ма^сулот комплектлари 
сонидир.

Бу узгарувчи ми^дор- 
ларга цуйилган шартлар-
ни 1- жадвалга асосан куйидагича ёзиш мумкин:

Зх% <  15,
2Ху 6X2 18,
4хг <  16, 
х { +  2х г <  8 .

Ишлаб чи- 
цариш жн- 

хозлари 
группалари

Бир комплект 
ма^сулотни 

тайёрлаш  вацт 
нормаси

А | Б

Ва1(т фонди

I 3 3 15
II 2 6 1 8

III 4 0 16
IV 1 2 8.

(2 . 1)

Бу тенгсизликлар ор^али ихтиёрий группа жи^ознинг 
барча ма^сулотларга ишлов беришпнинг умумий вацти 
унинг ишлаш ва^ти фондидан ошмаслиги шарти матема
тик шаклда ёзилган. Масалан, биринчи тенгсизликда
I группа жи^озларига ^уйилган шартлар ифодаланган, 
иккинчи тенгсизликда эса II группа жи^озлари учун 
шартлар ифодаланган ва >̂. к.

Ма^сулот комплектларининг сони манфий булмаслиги 
табиий. Бу шартлар эса бундай ифодаланади:

х  1 >  О,
х 2 > 0 .

(2 .2)
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т
Ю^орида айтганимиздек, бу ерда оптималлик крите- 

рийси корхона оладиган фойдадан иборат. Шу сабабли, 
масаланинг шартига кура оптималлик критерийсини 
^уйидаги

г  == 2хг +  Зх2 (2.3)

куринишдаги ма^сад функцияси ор^али ифодалаш мум- 
кин.

Ю^оридаги барча (2.1), (2.2) шартлар бажарилганда
(2.3) ифодани максимумлаштириш зарур.

Масала тула равишда ^уйидагича ифодаланади:

Зх^ Зх2 <  15;
2х х +  6х 2 <  18;
4х, < 1 6 ;  (2.4)
х г 2х 2 <  8 ;
X, >  0 ; х 2 >  0 ;

2  =  2х х +  Зх2 шах;
Шундай щляб,  бутун масала тула изчиллик билан ет- 

тита математик ифода ёрдамида ёзилди. (2.4) ифода жи- 
^озлардан рационал фойдаланишнинг ик,тисодий-матема- 
тик моделидан иборатдир. Бу моделнинг геометрик ин- 
териретацияси 3.1-расмда курсатилган.

Олтит-а тенгсизлик системаси мумкин булган ечимлар 
со^аеини (штрихланган) тасвирлайди, яъни бу купбур- 
чакка тегишли ихтиёрий ну^танинг координаталари бар
ча тенгсизликларни ^аноатлантиради. Оптимал ечимни 
излаш 2  =  2х х Зха ма^сад функциясини нфодаловчи
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турри чизидни мос йуналишда уз-^зига параллел дара- 
катлантирилиб бажарилади. Оптимал ечим мадсад функ- 
циясини ифодаловчи шу турри чизивда ётувчи ва купбур- 
чак координаталар бошидан энг узодлашган пудтасида 
жойлашган булади. Бизнинг мисолда бу % нудта булиб, 
унинг координаталари оптимал планни анидлайди:

х х =  3, 
х 2 — 2 .

Демак, шу х г ва х 2 дийматларни (2.4) даги г  нинг ифо- 
дасига дуйсак, г  нинг дам дийматини топамиз;

г= *2-3-\-3 -2= 12  минг сум.

Оптимал ечим мадсад функциясини ифодаловчи тур
ри чизид билан купбурчакнинг бирор томонининг устма- 
уст тушган жойида дам булиши мумкин. Бу долда опти
мал ечим битта эмас, балки чексиз куп булади.

Юдорида ечилган масалада бундай дол булиши учун 
дар дандай мадсулотнинг бир комплектидан корхона бир 
хил фойда куриши керак. Бу долда мадсад функциясини 
ифодаловчи турри чизид мумкин булган ечимлар содаси- 
нинг томоши билдн устма-уст тущган булар эди.

Учта номаълумли тенгсизликлар системаси уч улчов- 
ли фазода мумкин булган ечимлар купбурчагини анид* 
лайди, уч узгарувчининг мадсад функцияси эса узаро па
раллел текисликлар оиласини анидлайди.

Бу текисликларни мос йуналишда уз-узига параллел 
даракатлантириб, оптимал ечим координаталарини (уч
та) топамиз.

Биз курдикки, чизидли программалаштириш масала- 
ларини ечишда энг мудими оптимал ечимни излашда мад- 
сад функциясини дайси-йуналишда даракатлантиришни 
билишдир, яъни бу процессда дар бир дадамдаги ечим 
ундан олдинги дадамдаги ечимдан яхширод, деч булма- 
ганда ундан ёмон булмаслиги керак. Дисоблаш амалла- 
ри учун яна шундай бошлангич шартларни дам топиш ке- 
ракки, энг кам сондаги дадамдан сунг оптимал ечимга 
эришиш мумкин булсин. Бундан ташдари, дисоблашни 
тамомлаш критерийси, яъни оптимал ечим дам топилган 
булиши керак.

Чизидли программалаштириш масалаларини ечиш- 
нинг бир неча методлари мавжуд. Улардан энг яхши иш-
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лаб чик;илгани мос чизидли тенгламаларни алмаштириш- 
га асосланган симплекс методдир.

2 . Т р а н с п о р т  м а с а л а с и .  Ж уда куп ^олларда 
маълум юкларни ташиш планини шундай ани^лаш керак 
буладики, бунда юкларни курсатилган жойга етказиш 
учун транспорт харажатларини кам сарф дилган ^олда 
истеъмолчилар талабини дондириш мумкин булсин. Агар 
юк ташиш нархи масофага нисбатан чизидли узгарса, у  
^олда бу масалани (агар мадсад функцияси ^ам чизидли 
булса) чизицли программалаштириш методларидан фой
даланиб ечиш мумкин.

Айтайлик, учта ришт заводи (уларни А, Б, В деб бел- 
гилаймиз) уз ма^сулоти билан туртта цурилишни (улар
ни «а», «б», «в», «г» деб белгилаймиз) таъминлайдиган 
булсин. Бунда ришт ташиш учун ^аммаси булиб 123 та 
автомашииадан фойдаланиш мумкин. Бу машиналарнинг 
^аммаси бир хил юк кутариш ^обилиятига эга. А завод 30 
та машинага, Б завод 40 та машинага, В завод эса 53 та 
машинага риш т юклайди. Курилишларнинг риштга бул

ган э^тиёжи куйидагича: 
«а» дурилишга 22  машина, 
«б» дурилишга 35 машина, 
«в», ^урилишга 25 машина, 
«г» курилишга эса 41 маши
на риш т етказиш зарур. Фа- 
раз дилайлик, 1 км йулга 
сарф'ланадиган харажат 10 
тийин булсин. Турли истеъ- 
молчи ва таъминловчи ора- 
сидаги масофа (км. ^исоби- 
да) турлича (2 - а, б ж ад 
вал).

2 -6  жадва л

Заводлар Кури- 
лиш лар- А Б В е

а Х к й ХЪ& Х Ва 22
б Х Аб Х Ь6 Х В6 35
в -*Ав Х Ьв х Вв 25
г _ х к г х Бг х В г 41
Г" ■ 40 53 123

2- а ж а д в а л

\  Заводлар 

Кури-
лишлар 4

А Б

■‘ 1
а 23 12 22
б 27 17 . 28
в 16 20 12
г 18 51 32
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Шундай килиб, масала ва унинг шартларини жуда 
содда жадвалда аниц ва ихчам долда ифодаладик. Энди 
шу масалани математика тилйда ифодалаймиз (бунда, 
масалан, х Ав изланган миадор А заводдан „в“ курилиш- 
га келтириладиган гиштни ортилган машиналар сони). 
У долда биринчи тенглама цуйидагича булади:

Х Аа  +  ^ Б а  +  'Г Ва =  2 2 > ( 2 -5 )

яъни „а“ курилишнинг гиштга булган эдтиёжи (у 22 
машинага тенг) тула цондирилиши зарур. Худди шун
дай шартлар долган учта курилиш („б“, „в“, ,,г“) учун 
дам бажарилиши зарур:

Х А б  +  Х Б б  +  Х Вб  ? = 3 5 ;

Х А б  Х Б в  " Ь  ^ В в  =  2 ^ ’ ( 2 - б )

^Аг +  ^ Б г + ^ В г ^ 41-
Масаланинг асосий шартларидан бири шундаки, дар 

бир заводдан дамма гишт олиб кетилишн зарур. Бу 
шартни куйидагича ифодалаймиз

* А а  +  Х А б  +  * А в  +  Х А г  =  3 0 ,

■^Ба +  ^ Б б  +  Х Бв + -^Бг =  4 0 > ( 2 -7 )

•^ В а  “ Ь  Х Ъ6 “ Ь  ^ В в  “ Ь  Х Вг  “  ^ 3 ,

яъни дар ^айси заводдан мос курилишга ’ташиладиган 
гнштлар ортилган машиналар сони заводларда бор им- 
кониятларга тенг.

Бизга 1 км йулга сарфланадиган харажат (Ютийин) 
маълум булгани учун, мацсад функциясини куйидагича 
тузишимиз мумкин:

2 3 Х Аа +  2 7 ;С Аб +  1 б Х Ав +  1 8 ;СА г +
А заводдан р и ш т  ташиш харажати

+  1 2 Х Ба +  1 7 * Б б  +  2 0 * Б в +  5 1 * Б г +
Б заводдан р и ш т  ташиш харажатй

+  22хВа +  28хт +  \2хВв +  32хВг =  с пип,
В заводдан гишт ташиш харажати ( 2  8 )

Бу ерда изланган миддорлар манфий булмаслиги ке
рак. Бу масаланинг оптимал ечими маълум усуллар ёр
дамида топилиши мумкин. Барча риштларни энг кам ха-
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ражат билан ташншга эришиш учун А заводнинг дамма 
риштларини фа^ат г дурилишга жунатиш зарур

(ЯЪНИ * Аа =  0, ^Аб ~  0. *Аг =  30).

Б завод риштларининг 5 машинасини „ак дурилиш- 
га, колганларини эса „б“ курилишга (яъни; х Ба==5 ,
*Б5 =  3 5 - * Бз =  ° - х в? =  0).

В заводдан 17 машина р и п т н й  „а“ курилишга, 25 
машина р и ш т н и  „ в “ курилишга, И  машина риштни „г“ 
КУрилищга (яъни х Ва =  17 ,хт = 0 , х Вв =  25,хВг =11) ж у 
натиш зарур. Энг кам (минимал) юк ташиш харажати 
2221 сумни ташкил этади ва гиштга булган эдтиёжлар 
^ондирилади.

3. Р а ц и о н а л п а р д е з  д а ц и д а  м а с а л а .  Чи- 
зщли  программалаштириш методлари ёрдамида пар^ез 
да^идаги масалани дам ечиш мумкин. Бунда овдатланиш 
радионига дайси мадсулотдан данча миддорда душиш ва 
дандай дилиб кам харажат дилган долда ов^атга булган 
талабни тулид дондириш масаласи дуйилади.

Буни соддалаштирилган мисолда дараймиз. Айтай- 
лик, молларни овдатлантириш учун уч хил озуда модда- 
дан фойдаланиш имконияти бор булсин. Дар дайси тур- 
даги озуда моддалар таркибида дар хил миддорда туйим- 
лиликдаги моддалар борлиги маълум (бу ерда компонен- 
талар сони туртта). Берилган озуда моддалардан туйим- 
лилиги ва нархи билан фар^ дилувчи дар хил аралашма- 
лар тайёрлаш мумкин.

3- ж а д в а л
О рирлик бирлиги Планлаштирил-

1 озука 2 озуца 3 озуца

гаи даврдаги 
танланган ми
нерал микдори

1- модда 2 3 7 1250
2- модда 1 1 0 25 0
3- модда 1 3 0 0,00
4- модда 0,6 0,25 1 235,5
Огирлик бирлипига 
сарфланган хараж ат 
(тийин дисобида). 41 35 ' 96
Озуцанинг орирлик 
микдоридаги бирлиги. х 1 х 2
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Маеаладаги барча информадияни 3- жадвалда ифода
лаймиз. Масаланинг бундай ёзилиши уни чизидли про
граммалаштириш масаласи куринишида ифодалаш имко- 
нинн беради.

Планлаштирилган даврда молларни овк;атлантириш- 
нинг энг кам харажатини анидлаш,  яъни ушбу

41 х , +  35 х 2 +  96 х 3 — с -* пи а
мадсад функциясини дуййдаги

2 х1 +  З х 2 +  7 х 3 щ  1250, ■ 
х | -|- х ,  >  250,

5 х , --- Зх-, >  900, (2.9)
0.6Х! +  0 ,2 5 х 2 >  235,5  

х г >  0, х 2 > 0 ,  х 3> 0 .
шартлар бажарилганда минимумлаштириш зарур. Маса
лани ечиб, барча шартлар бажарилиши учун биринчи 
озу^адан 200, иккинчи озу^адан 50, учинчи озу^адан эса 
100 огирлик бирлик олиниши кераклигини топамиз. Бун
да сарфланадиган харажат 195 сум 50 тийин булади.

Бу типдаги моделларнинг татби^ дилиниш диапазони 
жуда дам кенгдир.

Биз юдорида чизидли программалаштиришнинг асо
сий ухшаш масалаларини дарадик. Лекин шуни айтиш 
керакки, бу масалаларни ечишда, моделларни тузишда 
даралаётган муносабатларнинг чизидли булиш шартидан 
фойдаланилди. Натижада реал ^адидатнинг баъзи так;- 
рибий ифодаларига эришилди. Агар бу методлардан тур
ри фойдаланилмаса, дадидатга умуман турри келмайди- 
ган натижа ^осил дилиниши ^ам мумкин.

2- §. Динамик программалаштириш
Купинча шундай вазиятлар дам учрайдики, .масала

нинг ечимини турридан-турри досил дилиб булмайди. 
Бунда ечимга маълум вадг интервалида дадамма-дадам 
як;инлашилади. Бундай долларда динамик программа
лаштириш аппарата ёрдам беради.

Бу со^адаги'ухшаш масалалардан бири капитал маб- 
лар сарфлашни тацсимлаш масаласидир. Айтайлик, сарф
ланадиган бирор х  микдордаги мабларни иккита саноат 
тармоги орасида та^симлаш керак булсин. Биринчи 
тармокка сарфланадиган у мидлордаги маблар йилига 
^ (у )  =  0,8у фойда келтиради. Иккинчи тарм ощ а сарф-

151



ланган х  — у мщ дордаги маблар йилига Н{х — у ) =  
==0,5(х — у) фойда келтиради. Йил охирига бориб, 
биринчи тармокка сарфланган маблар а (у) -  0 ,3  (у) ни 
ташкил этади, иккинчи тармок учун бу микдор Ь (х -у )  =  
=  0 ,6 (л: — у) ни ташкил этади.

Дар йил утгандан с;унг долган капитал маблар тар- 
моцлар орасида цайтадан так;симланади..

Дар ^айси этапда капитал мабларни тармо^лар ора- 
сида тацсимлашни шундай ани^лаш керакки, бунда уч 
йилда келадиган умумий фойда энг катта (максимал) 
булсин.

Динамик программалаштириш масалаларини ечиш 
^уйидаги оптималлик принципидан фойдаланишга асос- 
ланади: агар ечимларнинг бирор кетма-кетлиги оптимал 
булса, у ^олда шу кетма-кетликка тегишли айрнм кейин- 
ги ечимлар ундан олдннги ечнмларга нисбатан оптимал 
булади. Шу приндипга асосан масалани охирги этапдан 
бошлаб ечилади. Сунгра ундан кейянги этап ечимига ути- 
лади, бунда олдннги ечнмларга зид келадиганларини 
олиб ташланади.

Шундай цилйб, биз дастлаб учинчи йилда сарфлан- 
ган маблар миедори у2 ни, сунгра иккинчи йилда сарф
ланган маблар мивдори у\ ни ва биринчи йилда сарф
ланган маблар мивдори у ни топишимиз керак.

Ечишнинг бу усулини ^ис^ача куйидагича ифодалаш 
мумкин: агар битта натижага эришишнинг иккита йули 
булса, у ^олда улардан к;айси бири узун булса, уша йул- 
нп танланади.

Оптималлик принципига асосан дастлабки икки этап- 
дагп у ва у\ ечимлар ^андай булишидан ^атъи назар ва 
шунинг натижасида учинчи этап бошланишидаги маблар 
микдори ц'андай булишидан 1̂ атъи назар биз бу х2 маб- 
лардан энг яхши усулда фойдаланиб, охирги йилда энг 
куп фойда олишимиз зарур, яъни

А  (х з) *= шах { в  (Уа) +  Ь ( -  у 2 +  х 2)} (2 . 10)

ёки
и  (*а) =  т а х  { 0 ,8у 2 +  0,5 (х2 — у2)} =  т а х  { 0,5х2 +■ 0,3у2) .

0<у<х2 0<у<Хц
(2.11

К,авс ичидаги ифода узининг энг катта ^ийматига 
у2—х2 булганда эришади.
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Демак, охирги этапда барча маблар биринчи тармоц- 
ца йуналтирилган булиши керак. Бунда

А  (х *) =* 0,8 х 2 (2 .12)
фойда оламиз.

Энди у 1 ни ани^лаймиз. Бунинг учун икки ^адамли 
процесс — охирги ва ундан олдинги этапни ^араймиз. Оп
тималлик принципига кура биз бу процесс бошланиши- 
дагн мавжуд Х\ маблагдан энг яхши усулда фойдалани- 
шимиз зарур, бунда илгариги этапдаги ечим натижаси 
бизни ^изи^тирмайди.

Охирги икки йилдаги максимал умумий фойда ^уйи* 
дагича булади:

/2  (*!) =  т а х  {§ (у,) +  Ц Х 1 — У!) + Л  [а {у,) +-
0<У1<Х,

, + Ь ( х  1 — У,]}. ' ■ (2.13)

Бу ерда % (у,) +  к {хх — у,) иккинчи этапдаги фойда, 
/1  \а (УО +  Ь С*1 — У\)\ охирги этапдаги энг максимал 
фойдадир.

у у ни 0 ва Х\ орасида шундай танлаш керакки, катта 
кавс ичидаги ифода максимал к;ийматга эришсин. ]\ нинг 
ю^орида топилганлигини эътиборга олиб, ^уйидагини з;о- 
сил ^иламиз:

/а {хА) =  т а х  {0,8 у 1 -]- 0,5 (х{ — у,) + / 1  [0,3 у4 +
0<у1<х1

+  0 ,6 (х4 — у]} =  т а х  {0,5.x! +  0,3у! +  0 ,8  [0 ,6 X1 —
0<у,<х,

— 0,3 У)]} =  т а х { 0 ,9 8 х !  -\- 0 ,06у ^ .  (2.14)

Бундам
/ 2 ( ^ 1)-= 1,04 лг4 ва у1 = х 1

ларни топамиз.
Демак, иккинчи этапда .^ам барча капитал маблар би

ринчи тармовда юборилиши керак экан.
Худди шундай муло^азалар юритиб, биринчи этап 

учун ^уйидагини топамиз:

/ 3 ( х ) = т а х  ( §  (у) +  к {х — у) + / 2 [а{у) + Ь(х — у)]} =
0<у« х

— т а х  {0,8 у +  0,5 (х—у ) + 1,04 [0,3у -1- 0,6 (х—у)]} =
0<у<.х:

=  т а х  { 1,124х +  0,012 у}. (2.15)
0«у<х
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Бу ифода у =  0 булганда максимумга эришади. Демак, 
барча этаплар учун энг катта умумий фойда / 8 (х) — 
=  1,124х дан иборат булади.

Биринчи этапда барча мабларни иккинчи тармо^К3 
йуналтириш зарур, яъни у =  0 .

Демак, бу масалада оптимал стратегия
У =  0, у } — х и у 2 =  х 2

дан иборатдир.
Биринчи этапда барча маблагни биринчи тарм ощ а 

йуналтириб,
к (х) =  0,5 х

фойда оламиз, бунда иккинчи йил бошланишига долган 
капитал маблар

Ь (х) = '  0,6 х
дан иборат булади.

Иккинчи этапда долган даромад
§  (0,6х) =  0,8 • 0,6 х  =  0,48 х

дан иборатдир. Бундан кейинги долган маблар ц о л д и р и

8  ( 0 , 1 8  х) =  0,8-0,18 х  =  0,144 х
булади. Учинчи этапда олинган даромад цуйидагича 
булади:

а  (0,6 х) =  0 ,3 '0 ,6  х  =  0,18 х .
Шундай ^илиб, умумий даромад 0,124 л: га тенг.

3- §. Тармоцли планлаштириш ва бошцариш

Т.армоцли усул бир ^атор му^им и^тисодий масала- 
ларни ечишнинг узига хос инструментидир. Биз тармо^ли 
усуллариинг ^андай Цулланилишини ва бунда ^андай 
асосий тушунчалар ишлатилишини мисолларда царай- 
миз.

Тармо^ли моделни — ишлаб чицишдан олдин ^ара- 
лаётган иш комплексини бир неча элементар операцияга 
ажратилади. Дар к;айси операция мос равишда бирор 
мивдорий характеристикани (ишлаш ва^ти, нархи ва по
казе) ифодалайди.

Тармо^ли моделни ишлаб чи^ишдан олдин барча 
зарурий информациялар курсатилган жадвал тузилади.



Айтайлик, бирор ИШ 4 - ж а д в а л
комплексини бажариш 
учун унта операция 
бажариш керак булсин 
(масалан, бйнони ^у- 
риш процесси бир неча 
айрим-айрим операция- 
лар куринишида ифо- 
даланиши мумкин: 
пойдеворни к^тариш, 
бинонинг деворини иш
лаш, канализация тар- 
мо^ларини ёт^изиш, су- 
во^ к;илиш, буяш ва 

к.) Бу информация- 
ларни 4- жадвалда ифодалаймиз.

Бу информациялар жадвали асосида ишни бажарили- 
шининг тармо^ли графигини ясаймиз (3.2- раем).

Расмда курсатилган стрелкалар мос операцияларни, 
5̂ авс ичидаги рацамлар уларнинг бажарилиши учун

сарфланадиган ва^тни, дои- 
рачалар ^одисаларни ифо- 
далайди (шу ну^таларда 
операциялар . бошланадн 
ёки тамом булади).

Бошлангич (1) ва охир
ги (7) ^одисалардан бош^а 
барча ^одисалар узидан ол
динги ва кейинги операция- 
га эгадир. Агар барча ол
динги операциялардан би- 
рортаси бажарилмаса, ^еч 
^андай кейинги операция 
бошланмайди. Масалан А 

ва Е операциялар бажарилмасдан, И операцияни бош- 
лаш мумкин эмас.

Расмдаги стрелкалар ^одисаларнинг руй бериш кет- 
ма-кетлигини курсатади. Йул деб кейингисининг боши 

, ундан олдингисининг охири буладиган операция ва хр- 
дисалар кетма-кетлигига'айтилади. Бизнинг мисолдан 
куринадики, бошлангич ва охирги ^одисалар орасида 
бешта йул мавжуд:

О п ера- Д авом л и - О лдинги  ц е й и н гн  *о- 
ция л ик  полисе но- диса иомери

м ери

А 4 1 2
В 1 1 3
С 1 2 3
О 2 2 5
Е 3 2 4
Р 2 3 6
0 1 4 6
И 3 4 7
I 1 6 7

2 5 7

155



1 * 1  2 5 7
II 1 3  6 7
III 1 2  3 6 7

IV 1 2 4 7
V 1 2 4 6 7

Бу йулларнинг з^ар бири узининг бажарилиши учун 
сарфланадиган вак;ти (давом этиши) билан характер- 
ланздн масалан, III й^лнинг давом этиши 8 вак;т бир- 
лигини (4 + 1 4 -2 + 1 )  ташкил этади.

Тармо^ли анализнинг ядросини ташкил этувчи асосий 
тушунчаларидан бири критик йул тушунчасидир. Бу энг 
куп давом этадиган йулдир. Бизнинг мисолда критик йул 
IV йул булиб, у расмда икки чизидли стрелкалар билан 
тасвирланган.

Охирги з^одиса руй бериши учун ундан олдинги барча 
з^одисалар бажарилиши шарт булгани сабабли критик 
йулнинг давом этиш вщти деб охирги з^одисанинг энг ур- 
та руй бериши ва^тига айтилади. Шу сабабли, критик йул 
таркибига кирувчи з^ар бир операциянинг кечикнб баж а
рилиши бутун иш комплексининг бажарнлиш муддати- 
нинг узайишига олиб келади, Шунинг учун з^ам, з^ар ^ан- 
дай тармо^ли моделда критик йулни излаш операцнясн 
жуда му^имдир. Критик йулни ани^лаш бутун лойи^а- 
нинг етакчи звеносини ани^лаб олишга имкон беради, шу 
сабабли хам критик йул таркибига кирувчи опсрациялар- 
га энг катта а^амият берилиши зарур. "

Критик йулни топиш учун тармоцли графикнинг бнр 
неча му^им параметрларинн з^исобланади. Жумладан, 6 
з^одисанинг энг эртарок; руй бериш ва^ти топилади. Кури» 
ниб турибдики, 6 з^одиса руй бериши учун операциялар- 
нинг ^уйидаги учта кетма-кетлиги бажарилиши зарур:

а) А Е (2;
б) В Р;
в) А С Р.
Бу йулларнинг з^ар бирининг давом этиш ва^тини 

аншутймиз:
а) 4 +  34-1 =  8 ;
б) 1+ 2  =  3;
в) 44-1 +  2 =  7
Шундай к,илиб, 6 з^одиса иш бошлангандаи сунг 8 ва^т 

бирлиги у т м а с д а н  илгари бошланмайди. Бу эса унинг энг 
эрта руй бериш вацтидир.
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Додисанинг энг кеч бошланиши ва^ти х.ам шунга ^х- 
шаш айицланади, аммо бунда :$исоблаш ишини энг сунг- 
ги ходнсадан бошланади.

Масалан, 6 зрдисанинг энг кечро^ руй бериш вак-ти 9 
га тенгдир, буни топиш учун бундан кейинги ^одиса (бу 
з^олда кейинги з^одиса 7 з^одиса булиб-, унинг энг эртаро^ 
руй бериш ва^ти 10 га тенг) давом этиш ва^ти 1 ни айи- 
рилади.

Ходисанинг энг кеч ва энг эрта руй бериш муддатла- 
рининг (ва^тларининг) айирмаси унинг резерв ва^тини 
ташкил этади. Критик йул таркибига кирувчи з^одисалар- 
нинг энг кеч ва энг урта руй бериш моментлари бир хил 
ва^тга турри келади.

4-§ . Бутун сонли программалаштириш

Экономикада ечнмлари фа^ат бутун сонлар билан 
ифодаланадиган масалалар куп учрайди. Бу типдаги оп- 
тималлаштириш масалаларини бутун сонли программа
лаштириш масалалари дейилади.

Моделлаштиришда бутун сонли программалаштириш- 
га асосланган математик аппаратдан фойдаланиладигаи 
талайгина вазиятларни курсатиш мумкин. Масалан, куп 
зрлларда асбоб-ускуна (жнз^оз)лардан эиг рацнонал 
(унумли) фойдаланиш муаммоси учрайди. Бу ерда узга- 
рувчи мивдорлар деб маълум планлаштирилган давр ичи- 
да ишлаши лозим булган жиз^озлар сони олинади. Бу сон- 
ларнинг бутун сонлар булиши уз-узидан куриниб ту- 
рибди.

Операдияларни бажариш учун узгармас харажатлар 
сарфланадиган зрлларда учрайднган ^уйидаги масалани 
з^ам ^араймиз. Масалан, агар узгарувчи мивдор метал
лургия заводидаги домна печларининг бир соатдаги иш 
унумдорлнгинн ифодаласа, у з^олда домна печларини 
пуфлаш ва ^издириш харажатлари узгармас булади, бу 
харажатлар узгарувчи мн^дорларга богли^ булмайди. 
Шу типдаги узгармасларни з^нсобга олиш методлари мав- 
жуд. Бу методлар бутун сонли программалаштпришга 
асослангандир.

Баъзи ишлаб чи^ариш планларини ишлаб чи^ишда 
маз^сулот партиясининг оптимал улчовини (размерини) 
аниклаШ муаммоси турилади.

Бунда ^аралаётган партия ёки умуман тайёрланмас-
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лиги керак, ёки унинг улчами маълум минимал чегарага 
тенг ёки ундан ошмаслиги керак. Ана шундай «ёки-ёки» 
типидаги шартлар билан берилган масалаларии ечишда 
бутун сонли программалаштиришдан фойдаланилади.

цЭнг куп тарцалган ^оллардан бири саволга «^а» ёки 
«йу^» деб жавоб бериладиган ^олдир. Масалан, биз кор- 
хоиани цуриш («,\а», х = 1), курмаслик («йу^», х =  0 ) ,жи- 
^озларни сотиш ёки сотмаслик ва к. масалаларни ^ал 
^илишда бу типдаги холларга дуч келамиз.

Айни^са, капитал маблагни та^симлаш ишларини >̂ ал 
1̂ илишда бу турдаги масалаларни ечишга турри келади.

Даётнинг купгина масалаларини ечишда календарь 
планлар (ёки жадваллар) тузилади (бунда, ^амма ва^т 
з^ам оптималлаштириш методларидан фойдаланилавер- 
майди): станокларда деталларга ишлов беришнинг ра- 
ционал (энг ^улай) маршрутини ани^лаш, автотранспорт 
ишларини диспетчерлаш (ташкил этищ), олдиндан мул-, 
жалланган ремонт ишларини ташкил этиш ва г;оказо. Бу 
масалаларни ^ал ^илишда з^ам бутун сонли программа- 
лаштиришдан фойдаланилади. Аммо бунда изланаётган 
мицдорларга купгина шартлар ^уйиладики, бу эса маса
лани ечишни анча к,ийинлаштиради.

Лекин, шуни айтиш керакки, бу моделларнинг ^амма- 
си ^ам асосан назарий жи^атдангина а^амиятга эгадир. 
Уларга махсус адабиётда катта а^амият берилмокда, 
аммо уларнинг амалий натижалари ^али кам. Чунки бу 
типдаги масалаларни ^ал этишда купгина ^исоблаш ^и- 
йинчиликлари мавжуд ва уларни ечиш учун кулая усул
лар йук,. Шундай ^илйб, , и^тисодий масалаларни ^ал 
|^илишда катта а^амиятга эга булган бутун сонли про
граммалаштириш масалаларини ечишнинг кулай усул- 
лари топилади деган умиддамиз.

5-§. Чизидли булмаган программалаштириш ,
Чизидли программалаштиришни жуда теп-текис йул 

билан таадэслаш мумкин. Аммо, маълумки, з^аётда бун
дай йуллар булмайди. Уларнинг купчилиги ун^ир-чун^ир, 
паст-баландликга эгадир. Шунинг учун ^ам куп лоллар
да ишлаб чи^ариш харажати ва даромади ишлаб чи^а- 
риш з^ажмига пропорционал равишда узгармайди. Биз бу 
ерда чизшуш булмаган борланишлар, муносабатлар би
лан йш курамиз. Бу чизидли булмаган муносабатларни 
моделлаштириш учун чизидли программалаштириш ме-



тодлари ярамайди. Шунинг учун ^ам реал ^аётда учрай- 
диган муносабатларни тз/ррирсщ, туларо^ акс эттирувчи 
усулларни ишлаб чик;иш э^тиёжи турилди.

Бу типдаги усуллар ^аторига чизидли булмаган про
граммалаштириш усуллари киради.

Чизидли булмаган программалаштириш моделлари 
шартли равишда учта синфга ажратилади: чизшуш бул- 
матан мадсад функцияли масалалар, чизидли булмаган 
шартлар билан берилган масалалар, чизидли булмаган 
мадсад функцияли ва чизи^лимас шартлар билан берил
ган масалалар.

Бутун сонли программалаштириш масалаларини 
ечишдаги каби чизидли булмаган масалаларни ечишда 
х;ам купгина ^исоблаш к;ийинчиликларига дуч келамиз. 
Дозирги ва^тда чизидли булмаган программалаштириш 
масалаларини ечиш методлари интенсив равишда излан- 
мовда ва бу типдаги баъзи масалаларни ечиш учун жуда 
яхши методлар ишлаб чи^илган. Аммо бу методларни 
боища чизидли булмаган масалаларни ечишга . татбик; 
к;шшб булмайди.

6 - §. Э^ткмолий моделлар
И^тнсодий процессларнинг э^тимолий моделларини ту- 

зиш и^тисодий-математик усулларни такомиллаштириш, 
уларни чу^урлаштириш, моделлар билан тасвирланган 
объект ёки процесслар орасидаги мослик даражасини 
орттириш йулидаги янги к>адамдан иборатдир.

Э^тимолий моделлар реал дунёдаги узаро богланиш 
ва муносабатларни энг катта мукаррарлак билан ифода- 
лашга имкон беради. Ю^орида ^аралган барча усуллар 
^аётда учрайдиган вазиятларнинг тасодифий томонлари- 
ни ^исобга олишга имкон бермайди. Шунинг учун ,\ам >̂ о- 
зирги ва^тда у ёки бу эз^тимолий модел ва усуллардан 
фойдаланмайдиган со^ани курсатиш к;ийин. Бу усул ва 
моделлар жуда кенг тар^алган булиб, кундан-кунга. ом- 
мавийлашиб бормовда. Чунки улар ^а^и^атга жуда я^ин- 
лаштирилган ва реал процессларни юк,ори даражада 
ани!фо^ ифодалайди .

Барча анрщланган моделларда царалаётган х,амма 
параметрлар аник; ^ийматларга эга ёки уларнинг узгариш 
чегаралари курсатилади, яъни улар ани^ топилади. Бу 
ерда барча муносабатлар ^ам ани^ тайинланади (фик- 
сирланади).
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Бундай моделларни ишлаб чи^ишда ^аралаётган фак- 
торлар доираси з^амма вацт чегаралангаи булади. Модел
ларни ишлаб чи^ишда олимлар олдида икки хил танлаш 
проблемаси учрайди: ёки купро^ сондаги параметрларни 
1̂ араш керак, бунда моделлар жуда мураккаблашиб ке- 
тади: ёки кам сондаги параметрлар киргизиш натижаси
да моделларни соддалаштириш керак, бунда модель з а̂- 
^и^атни реал ифодаламайди.

Стохастик моделларда анализ ^илинаётган зрдисалар 
ва уларнинг параметрлари эз^тимоллар ор^али ифодала- 
нади. Модель таркибига кирувчи з^ар бир мивдорнинг 
аник; бир цийматигина берйлмайди ёки унинг узгариш 
чегараларигина курсатилмайди, балки унинг ^ийматла- 
рининг та^симланиш ^онунлари ва бу та^симот ^онуни- 
нинг характеристикалари (математик кутилиши, диспер- 
сияси ва 35. к. берилади). Бу турдаги масалаларнинг ечим- 
лари з<;ам эз^гимолли характеристикаларда ифодаланади, 
масалан, изланган х мик;дор берилган шартларга кура у 
^ийматга эга булиш э^тимоли р га тенг булади.. Бу ерда 
информацияларнинг ноани^лиги ва унинг тули^сизлиги 
з^амда з^ар хил бузиб курсатиш таъсирлари ва хоказолар 
з^исобга олинади. Шу йусинда з^ и ^ а тн и н г  турли хил че- 
гараларини з^исобга олиш проблемаси з^ал ^илинади.

Эз^тимоллар назарияси тасодифий з^одисалар билан 
иш курса з^ам у жуда кучли математик аппарат ва инст
рум ента  эга булган энг ани^ математик фанлардандир.

Дозирги ва^тда эз^тимоллар назарияси асосида бир Не- 
ча математик фанлар ривожланмо^да. Улардан энг асо- 
сийси — оммавий хизмат курсатиш назариясидир.

Реал вазиятни куз олдимизга келтирайлик: хизмат 
к;илишни кутувчи кишилар навбати мавжуд. Оммавий 
хизмат назариясида уларни клиентлар (ёки заявкалар) 
деб аталади. Булар телефон станциясининг абонентлари 
ёки ремонтнн кутувчи станоклар ва к. булиши мумкин.

Хизмат бир неча хизмат курсатиш воситалари (маса
лан, ремонтчилар) ёрдамида олиб борилади. Агар бир 
неча операция бир ва^тнинг уз ид а баясарилса, у з^олда 
з^ар хил хизмат каналлари з^а^ида айтилади. Кутувчи 
клиентлар навбатлар деб аталади, масалан, ишлов бе- 
ришга келиб тушадиган деталлар навбат ташкил этади.

Оммавий хизмат масалаларида албатта хизмат ци- 
лиш процессига мос равишда навбат тартиби ^рнатилади. 
Бу навбат гаргиби'дейилади. Хизмат 1̂ илиш воситалари-
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нинг утказиш ^обилияти ёки хизмат 1̂ илиш тезлиги ^ам 
аник;ланиши керак,

Оммавий хизмат назарияси аппарата ёрдамида ифо- 
даланувчи системалар клиентларнинг кутиш вак;ти ёки 
хизмат к;ил'иш воситаларининг бекорга туриш (простой) 
ватаги билан характерланади.

Умумий ^олда бундай масалаларни ^ал ^илишда 
сарфланадиган харажатларни, масалан, цушимча сарта- 
рошлар са^лашга, ёки клиентларнинг навбатда бекорга 
туриб цолишига, ёки телефон станцияларида цушимча 
хизмат ^илиш каналларини ишга туширишга сарфлана
диган харажатларни минимумлаштириш талаб ^илинади.

Куриниб турибдики, бундай масалалар анча мурак- . 
каб булиб, улар ноан-и^ вазиятлардаги ^исоблар ва ^ар 
хил тасодифий факторларнидисобга олиш билан 6о р л и 1<;- 
дир. Дозирги ваг^тда бу типдаги масалаларни ечишнинг 
талайгина усуллари мавжуд ва кишилар фаолиятининг 
турли со^асида куплаб конкрет натижалар олинмовда.

Масалан, бундай масала ечилган. У ^озирги кунда 
классик масалалардан ^исобланади. Портда кема устида- 
ги рудани тушириб олиш учун восита ва кема тухтайди- 
ган жой танлаш зарур.

Бунда кемадан юк тушириш мумкинлигининг асосий 
шартларидан бири сувнинг маълум баландликка ^алкиб 
кутарилиши ва кема тухтайдиган жойда буш уринлар бу
лиши керак. Агар бу шартлар бажарилса, кемадан юкни 
туширищ мумкин булади ва бу процессии бажариш унум- 
дорлиги юк тушириш воситаларининг турига ва кеманинг 
типига богли^ булади. Юк туширилиб булгандан сунг, 
кема сувнинг уша баландлигида кема тухтайдиган жой- 
дан 1̂ айтиб кетади. Унинг урнига навбатдаги кема келиб 
тухтайди.

К^иммат ба^оли юк тушириш воситаларининг сони ва & 
кеманинг бекорга туриб 1флиш харажатлари орасидаги 
оптимал богланишни (муносабатни) топпш му^имдир.
Бу масалада юк тушириш воситаларидан биттасидангина 
фойдаланилса, у ^олда кеманинг бекорга туриш хараж а
ти жуда ^ам катта булади. Бу харажатни минимумга 
келтириш учун юк тушириш воситаларининг сониии оши- 
риш керак. Бу х4олда юк тушириш воситаларини сотиб 
олиш ва уларни ишга тушириш харажатлари кескин ор- 
тиб кетади. Шундай ^илиб, бу масалада юк тушириш во-
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ситаларининг сони ва кеманинг бекорга туриш харажат
лари орасидаги «олтин урта»ни топиш керак.

Бу масала оммавий хизмат назарияси усуллари ёрда
мида ечилган. Бунда олинган жавоб ани^ булмай, реал 
хаётдаги системага уз таъсирларини курсатувчи куплаб 
тасодифий факторларни з^исобга олувчи э^тимолий ечим- 
дир.

Бу со^адаги билимнинг иайдо булишига ва ривожла
нишига телефон станцияларида абонентларга хизмат ци- 
лишнинг баъзи проблемаларини г;ал 1̂ илиш эз^тиёжлари 
туртки булди. Маълумки, телефон станцияларига ча^и- 

.рик; тасодифий тартибда келади. Агар буш линия булса, 
абонентга шу ондаёц хизмат к;илинади. Агар буш линия 
булмаса, ё абонент линиянинг бушаш вак;тини кутади 
(яъни навбатга туради), ёки буюртмадан (заказдан) 
умуман бош тортади. Бу иккита вазият энг куп урганил- 
ган ва кенг тар^алган вазиятлардандир: улардан бирин- 
чиси кутиладиган система дейилади; иккинчиси эса або
нент буюртмадан бош тортадиган системадир. Биринчи 
з^олда бизии абонентнинг уртача кутиш. ва^ти ва навбат- 
нинг уртача узунлиги кизи^тиради, иккинчи ^олда эса 
буюртмани абонент рад к,юшш эг;тимоли ^изгщтиради. 
Бу з^исоблашлар асосида телефон тармо^ларининг ра- 
ционал параметрларини ани^лаш мумкин, масалан, хиз
мат 1\илувчи линиянинг рациоиал сони (бунда кутиш 
вакти з^ам, линиянинг бекор туриш ва^ти з<;ам кам були
ши лозимдир).

Оммавий хизмат назарияси ёрдамида савдо корхона- 
сида сотувчилар ва кассирларнииг рационал сонини аник;- 
лаш мумкин. Орти^ча сотувчи ва кассирларни магазинда 
хизмат ^илиши кушимча харажат к;илишни талаб ^ила- 
ди, лекин харидорларнинг узок; вак;т навбат кутишини 
хо^ламасдан, магазиндан кетиб ^олиши з^ам савдо кор- 
хонасига катта зиёи келтиради, шунинг учун сотувчи ва 
кассирларнинг сони з^амда магазиндаги навбат каттали- 
ги орасидаги муносабатни оптималлаштириш проблема
си мавжуддир.

Оммавий хизмат назариясида анчагина мураккаб дол
лар з^ам ^аралади, масалан, хизмат ^илиш асбоблари- 
нинг ишдан чи^иб к>олиш э^тимоли ёки хизмат цилишда 
буюртмаларнинг му^имлигини (муздим буюртмалар сис
темага навбатсиз цабул к;илинади) з^исобга олиш з^ол- 
лари.
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Оммавий хизмат назарияси методлари ёрдамида ста- 
нокларнинг бекорга туриш ва^ти ва хизмат цилувчи ап- 
паратларни ишлатиш харажатлари орасидаги муносабат
ларни оптималлаштириш масалалари ечилади.

Оммавий хизмат назарияси моделлари ёрдамида ту-> 
цимачилик саноатидаги, айни^са галтакларга ип ураш, 
йигириш ва газлама ту^иш цехларидаги продесслар етар- 
ли даражада ■ани^ ифодаланади.

III  б о б

МАТЕМАТИК ПРОГРАММАЛАШТИРИШ 

!-§„ •  У м у м и й  т у ш у н ч а л а р

Математик программалаштиришнинг предмета куп 
улчовли экстремал масалаларни ^ал этишдан иборат. 
^араладиган узгарувчилар баъзи функционал ифодалар- 
ни ташкил этиб, улар минимумлаштирилиши ёки макси- 
мумлаштирилиши керак. Бу ифодаларни одатда максад 
функцияси ёки сифат курсаткичи деб аталади.

К,аралаётган узгарувчилар ^ушимча тенгсизлик ёки 
тенгликларни цаноатлантириши керак, улар чеклаш 
шартлари деб аталади. Умумий ^олда мадсад функция
си ^ам, чеклаш шартлари зфм барча узгарувчиларга ёки 
баъзи узгарувчиларга нисбатан чизи^лимас функция 
булади. Чеклаш шартлари булмаган максймумлаштириш 
(минимумлаштириш) масалаларини чеклаш шартлари- 
сиз масала дейилади.

К^аралаётган узгарувчиларнинг масаладаги барча 
шартларни ^аноатлантирувчи ^ар к;андай л^ийматлар 
туплами мумкин булган ечим ёки план деб аталади.

Мацсад функциясини максимумлаштирадиган ёки ми- 
нимумлаштирадиган мумкин булган ечим математик 
программалап1тириш масаласининг оптимал ечими (ёки 
оптимал плани) булади.

2 -§ . Математик программалаштириш масаласининг
цуйилиши

Айтайлик, каралаётган математик программалашти- 
риш масаласи таркибида п та х г (1 = 1, 2 , . . .  , п) узга
рувчи ^атнашсин. Бу п та узгарувчи п улчовли л:
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узгарувчи векторни ифодалайди. / ( х )  оркали п та Х{ 
узгарувчиларга нисбатан мацсад функциясини белги-

лаймиз. / (х )  — скаляр умумий з^олда барча ёки баъзи 
хI (г =  1, 2 , . . . , п) узгарувчиларга нисбатан чизщ ли- 
мас функциядир.

Чеклаш шартларини тенгсизликлар ор^али

ё А х )> 0 ,  1=  1 , 2 ............д (3.1)

шаклда ёзиш мумкин, бу ерда ^  (х) (г =  1, 2 , . . .  , д) 
барча ёки баъзи х г (/ =  1, 2 , . . . , п) узгарувчиларга

нисбатан чизи^лймас скаляр функцийлардир. §1 (х)

функцияларни ^(х) вектор функциянинг компонент- 
лари деб цараш мумкин, у долда (3.1) ифэдани

8{х).>  0 (3. 2 )
куринишда ёзиш мумкин. Шунга ухшаш, тенглик ку- 
ринишда берилган шартларни скаляр ша-слда

Н,(х)= 0, г ~ \ ,  2, . . . , р, (3.3)
ёки вектор шаклда

А (х )-0  (3.4)

ёзиш мумкин, бунда /г;(х) (1= 1 , 2 , . . . , р) барча ёки 
баъзи х г (г =  -1, 2 , . . . , п) узгарувчиларга нисбатан чи- 
зиклимас скаляр функциялардир. (3. 2) формулада 0  век 
тор ц улчовли ноль векторни, (3.4) формулада эса р 
улчовли ноль векторни ифодалайди.

Энди математик программалаштириш масаласини 
Куйидагича ифодалаш мумкин:

& (х) >  0,1

Ь (х) =  0 ) (3 . 5)

шартлар бажарилганда / ( х )  функцияни минимумлаш- 
тириш (ёки максимумлаштириш) зарур ёки кисцача



Шуни айтиш керакки, экстремумни аниклаш урнига 
биз минимумлаштиришни караш билан чекланганимизда 
дам, масала уз умумийлигини йуцотмасди. Айтайлик,

масалан, / х (х) функцияни максимумлаштириш керак

булсин. Бу / ( х )  =  —/ %(х) функцияни минимумлашти- 
риш билан эквивалентдир. Масаланинг умумийлиги 
(3. 1) формула билан берилган шартларга нисбатан дам

сакланади. Айтайлик, масалан, ^ 1; ( х ) < 0  шартлар бе

рилган булсин, у долда &1— — ёи{х)  тенг билан аниц- 
ланувчи янги функциялар тупламидан фойдалансак, 
яна (3. 6) шаклдаги шартларни досил щтламиз.

3-§. Математик программалаштиришга дойр мисол

Математик программалаштириш масаласини кургаз* 
мали ифодалаш учун туртта тенгсизлик ва битта тенгла- 
ма орцали берилган шартларни к;аноатлантирувчи икки 
улчовли ^уйидаги масалани г^араймиз: 

ушбу
0 ,8  — Хч >  0, (3.7)
0 , 8 - * 2 > 0 ,  (3.8)

х у> 0 ,  ' (3.9)
* 2> 0 ,  (3.10),

х \  +  -  1 >  0  (3. 11)

шартларни каноатлантирувчи
. / ( х и х и) х, х 2 (3.12)

функцияни максимумлаштириш зарур.
Бу масалани х х— х 2 текисликда график (3. 3 - раем) 

ёрдамида энг яхши тушунтириш мумкин. Бунда {3.9), 
(3. 10) формулалар мумкин булган ечимлар содаси би
ринчи квадрантда жойлашганлигини курсатади. (3 .7) 
ва (3. 8 ) формулалар эса бу сода АВСО квадрат ичида 
жойлашганлигини курсатади. (3. 11) - тенглик зса мум
кин булган ечимлар содаси маркази координата боши- 
да булган бирлик айлана устида ётишини курсатади. 
Шундай килиб, мумкин булган ечимлар содаси (3.11) 
тенглама билан анщланув'чи бирлик айлананинг ОЕ  
ёпи^ ёйидан иборатдир.
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ХюО,д

3.3- раем.

Ри Р* ?г, ^4  эгри 
чизицларнинг *ар бири 
Я * ь  х 2) функциянинг 
узгармас цийматларини 
геометрик урнидан 
иборатдир, бунда 
Р \ < Р 1 < Р-л < Р* бу
лади. Бу эгри чизик- 
ларнинг ОВ турри чи- 
зицца нисбатан симмет
рии ва х 2 = ^  тенгла-
ма билан аницланувчи 
гиперболалардан ибо
рат эканлигини куриш 
осон. Бу эгри чизиц- 
лардан Ь е  ёйга унинг

О нуктасида ури'надиганини деб белгилаймиз (бун
да О нукта ОЕ  ёй билан ОВ турри чизи^нинг кесишиш 
нуктаси ^амдир). У ^олда / ( х и х г) функция узининг 
максимал циймати / { х 10, х 20) га О нуцтада эришади. 
Бунда бу максимал циймат / ( х 10, х 20) ^  Р0 тенглик би
лан ^исобланади ва (3.7) — (3.11) формулалар билан 
берилган барча шартлар бажарилади.

Шундай цилиб, каралаётган масаланинг оптимал 
ечими куйидагича булади:

х 10 — х 2о ~  0,707.
V ^

Максад функциясининг оптимал киймати:
Р0 == ^ 10* -^20 ~  0,5.

4 -8 . Математик программалаштириш  
масалаларининг турлари

Биз (3. 6) куринишдаги математик программалашти

риш масаласини «араймиз. Агар бу ифодада / \ х ) ,  Ы * )

/; _  1 2 . • , <7) ва М * )  с/ =  !. 2, . . .  , р) функция- 
ЯП х  ( / '=  1 2  «.) узгарувчиларга нисбатан чизиц-

л и  б у л с а ,  у Ч о л д а  ’ (3 .6) масалани чизш<ли програм
малаштириш масаласи дейиладн. Шуни айтиш
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керакки, чизидли программалаштириш масалаларида 
фа^ат чеклаш шартларкгина эмас, шу билан бирга 
максад функциясй дам х^ узгарувчиларнинг чизидли 
функцияси булади.

Чизидли программалаш масаласида максад функ
ц и ям

куринишда берилиши мумкин, бунда (с)т—транспонир-

ланган п улчовли узгармас (с) вектор.
Умумий долда чеклаш шартла'рини цуйидагича ёзиш 

мумкин:

П

/  (х) 2  ̂С,- Х1 — (с) (х) (3. 13)

(3.14)

бунда Ъ - т -улчовли 
узгармас вектор, /га— 
чеклаш шартларининг 
умумий сони ва А —пгХп- 
улчовли узгармас матри
ца.

Х)+4Х2 “ 43

Одатда чеклаш шарт- 
ларига узгарувчиларнинг 
ишораларини курсатувчи 
шартлар дам киради, ма
салан, х г> 0 , 1 — 1,2 , . ; . ,п. 
Бу шартлар А  матри
ца таркибига кирмайди 
ва ало)<ида ёзилади.

Мисол сифатида 1<у- 
йидаги чизидли програм
малаштириш масаласини 
царайлик (3. 4- раем):

1П ' X1

3. 4- раем.

шартлар бажарилганда
/  {Хи ^з) — +  4х: 

функцияни максимумлаштиринг.

(3 . 17)
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Бу масалани боищача куйидагича ёзиш мумкин:

т а х  {(с)т (х) | А (х) <  Ь\ х , >  0 , х 2 >  0}, (3.18) 
бунда

Г 1 °1 " 10 '

0 1 - Ь - 10

_ 1 1.1 14
Каралаётган (3. 15) ва (3. 16) шартлардан курина- 

дики, мумкин булган ечимлар содаси 3 .4 - расмда кур- 
сатилган АВСПО купбурчак ичида ётади. Бунда Ьи 
Ь2 ва Ь3 усиш тартибида жойлашган турри чизиклар 
(3.17) мадсад функциясининг узгармас кийматларига, 
мос келади. Уз-узидан равшанки, мумкин булган ечим
лар содаси билан камида битта умумий (В) нудтага .

эга булган (с)7 (х) =  44 тенглама билан аникланувчи Ь2 
турри чизид .(3.17) мадсад функциясининг максимал 
кийматига мос келади. Бошкача айтганда, В нудта 
оптимал нуцта булади. Демак, бу масаланинг оптимал 
ечим и

х ю ~  4,
х 20 =  Ю

булади. '
Агар математик программалаштириш масаласининг 

мадсад функцияси квадратик булиб, унинг барча чек
лаш шартлари чизицли булса дам, у долда баз ква
дратик программалаштириш масаласига эга буламиз. 
Умумий долда квадратик программалаштириш'масала
сининг максад функцияси цуйидаги куринишда ифо- 
даланиши мумкин:

/ й  =  Й ГЙ  +  Й ГХ > Й . (3.19)
бунда В  п Х п -  улчовли симметрик узгармас матрица- 
дир. Квадратик программалаштириш масаласининг чи- 
зидли чеклаш шартлари чизидли программалаштириш 
шартлари каби ёзилади. Квадратик программалашти
риш масаласининг максад функцияси скаляр формада 
Куйидагича ёзилиши мумкин:

/  (хи х 2, . . ., х„) = 2  С1Х1 +  2  Хга 1]х ], (3.20) 
&  / ,7 = 1  

бунда йц ор^али В  матрицанинг элементлари белги- 
ланган. х к х  1 — х ) х { булгани учун (3.20) тенгликка асо-



сан матрицани симметрик матрица деб к.араш мум
кин.

Агар (3. 11) шартни чидариб ташланса, 3-§ да да- 
ралган масала квадратик программалаштириш масала- 
сига мисол була олади. Аммо, у долда мумкин булган 
ечимлар содаси АВСО квадрат 3 .1 -раем билан чега- 
раданади ва В нудта (х10 — х .20 — 0,8) оптимал нудта 
булади.

Мадсад функциясининг оптимал диймати дуйидаги- 
га тенг булади:

/  {Х10> Х2о) ~  ХЮХ20 ~  (0,8)" =  0,64.
Математик программалаштириш масаласининг энг 

умумий доли чизидли булмаган программалаштириш ма- 
саласидир. Бу турдаги масалалар туркумига кирув.чи 
масала камида битта чизидли булмаган чеклаш шартига 
ва чизидли булмаган мадсад функциясига эга булади. 
Равшанки, квадратик программалаштириш чизидли бул
маган программалаштиришнинг хусусий доли булади. ; 
Лекин унинг барча шартлари чизидли булгани учун уни 
бош ка синфга киритилади. Бунинг асосий сабаби маса
лани ечишда дисоблаш методларидан фойдаланишда яд- 
дол куринади. Юдорида, 3- § да даралган мисол чизидли 
булмаган программалаштириш масаласига мисол була 
олади.

Чизидли программалаштиришнинг баъзи татбидла- ‘ 
рида узгарувчилар фадат дискрет бутун сонли дийматлар 
дабул дилади. Бу турдаги масалалар бутун сонли чизиц- 
ли программалаштириш дейилади.

Купгина масалаларда баъзи узгарувчиларгина бутун 
сонли дийматлар дабул дилиши, долганлари эса узлук- 
сиз узгариши мумкин. Бу турдаги масалаларни аралаш 
бутун сонли программалаштириш дейилади.

Шундай масалалар дам мавжудки, уларнинг чеклаш 
шартларидаги ва мадсад функцияларидаги козффициент- 
ларидан иборат параметрлар тасодифий узгарувчилар 
булади. Уларни стохастик программалаштириш масала- 
лари дейилади.

5-§ . ^ а в а р щ л и к
Каваридлик математик программалаштиришда фой- 

даланиладиган энг мудим математик тушунчалардан би- 
ридир. Математик программалаштиришнинг баъзи асо-
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сий усулларини баён ^илишдан олдин ^авари^лик да^и- 
дагн масалани ^араймиз ва бир неча асосий таърифлар- 
ни келтирамиз. Математик программалаштиришнинг дар 
бир масаласи фазонинг масаладаги барча шартларини 
^аноатлантирувчи ну^таларидан иборат мумкин булган 
ечимлар содасига эга. Бу сода туррирори масаланинг 
мумкин булган ечимларини ифодаловчи ну^талар тупла- 
мидан иборат. Математик программалаштириш масала
лари учун айни^са 1̂ авари^ тупламлар мудимдир.

Агар бирор тупламнинг ихтиёрий иккита ну^тасини 
туташтирувчи кесма дам шу тупламга тегишли булса, 
бундай туплам щвариц. туплам дейилади.

Бирор нуцталар туп- 
лами 5  (3. 5 - раем) ва 
унга тегишли ихтиёрий 
иккита А ва В нуктани 
цараймиз, бунда А С 3, 
В (^8 . А  ва В нуктадар

мос равишда (х,)ва(л:2) 
векторларнинг охири- 
дир. Ушбу 0 <  X <  1 
тенгсизликни ь;аноат- 
лантирувчи дар кандай 
сон учун 3 . 5 - расм
да курсатилганидек

Цх1~~ х 2) вектор (х О —

—(х2) векторга колла- 
неар булади. АВ  кес- 
мага тегишли Р  нукта

А (л:,) •+ (1  — >.) (х2) вектор билан аникланади.
Энди кавариц тупламни куЯидагича таърифлаш 

мумкин: агар нуцталар туплами 5  нинг дар цандай

иккита нуцтаси (л:,), (х2) 6 5  учун

[X Й )  +  (1 -  X) (х,)] € 5, 0 <  X <  1

муносабат уринли булса, у долда 5  туплам цавариц 
туплам  дейилади.

Каварик тупламларга бир неча мисоллар 3. 6 - а расм:
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3. 6- раем.

да келтирилган, 3 .6 -б  расмда бир неча цавариц б ул
маган тупламлар тасвирланган.

Юкоридагига ухшаш, кавари^ функция тушунчасини

таърифлаш мумкин. Агар ихтиёрий иккита.(х,), (х2) 6 5  
нуцталар учун ва 0 < Х < 1  муносабатни к;аноатлан- 
тирувчи барча X скаляр учун ( 3 .7 - раем) куйидаги

/  [X (х,) +  П -  X) (*,)] <  X /  (хх) +  (1 -  Х)/(*,) (3.21)



муносабат уринли бул-

са, у долда /  (х) функ
ция 5  каварик туплам- 
да каварик функция 
дейилади. Агар (3.21) 
муносабат катъий тенг- 
сизлик (яъни 0 <  X <  1) 
учун уринли булса, у

долда /(х) функция 
цатъий цавариц функ
ция дейилади. Агар 
тен геи зли к ишорасини 
унга карама-'Ь;арши 
ишора билан алмаш-

тирсак, у долда / ( х )  
функция ботик булади. 
Каварик функциялар- 
нинг энг мудим хосса» 
ларидан'бири куйида- 
гилардан иборат.

Биз 3 . 8 -а  раем ва

3 . 8 - б' расмда тасвирланган / 4 (х) в а / 2 (х) функцияларни

караймиз, бунда / г (х) каварик , / 2 (х) каварик булмаган

функциядир. Бу иккала функцияни { 5 1 (х*) <  (х) <  (х2)} 
содада караймиз.

1 \ (■*) функция (х°) С 5  нуктада / ,  (х.°) минимумга

эга, чунки барча -х € 5  нукталар учун (х?) < / ,  (х) 
тенгсизлик уринлидир. Бошкача суз билан айтганда,

/1  (х) каварик функция 5  содада глобал минимумга 
эга булади.

Ш унга ухшаш, / 2 (х) каварик булмаган функция

(х*) € 5  нуктада глобал минимумга эга, чунки барча 
х  (  5  нукталар учун

7)(Х°)

(гМ

Т2р1)

5) Х< X *

3. 8- раем.

х 1 К 2

/ 2 (х ”) < / 2 (х)
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муносабат уринлидир. Иккинчи томонд'ан, (х1) € 5  
нуктада ушбу шарт бажарилади:.

/ 2 (хС) < / 2 (Xе.±  В ) ,  е>  0,(х1 +в) 6 5,

бунда е — чексиз кичик мусбат сон. (х1) нуцта локал  
минимум нуь;та дейилади. Кавари^ функция фа^ат 
глобал минимумга эга булади, кавариь; булмаган функ
ция эса ихтиёрий сондаги локал минимумларга эга 
булиши мумкин. Функцияларнинг бу хоссаси купгина 
минимумлаштириш масалаларини ечишда мудим ада- 
миятга эга.

6 -§ . Куц-Так&ер теоремаси

Кун-Таккер теоремаси математик программалашти
ришнинг энг асосий теоремаларидан биридир. У куп
гина дисоблаш алгоритмларига асос булади.

Айтайлик, математик программалаштириш масаласи 
^уйидагича ифодаланган булсин:

ё }(х) <  0, / =  1, 2 , . . ., т ,)
х ;> 0 ,  1 — 1, 2, . . ., п ! (3.22)

шартлар бажарилганда / ( х )  функция минимумлашти- 
рилсин, бунда

-§](х) (/ =  1, 2 , . . ., т) лар п та (х)Т = [хи х ъ ..., х п ]
узгарувчиларнинг каварик функцияларидир.

Одатда Лагранж купашпувшлары  деб аталувчи ва

(и) векторни ташкил этувчи ии и2, . . и т узгарувчи
лар тупламини киритамиз. Янги функция—Лагранж

функцияси Ь (х, и) куйидагича аникланади:
_> __> -> т _>.

I  {х, и) =  /  (х) +  2  «;• ё) (*). (3.23)
1--л

Энди Кун-Таккер теоремасини ифодалаш мумкин. 
Фараз цилайлик, Слейтер шарти бажарилсин, яъни 

шундай л:* ну^та топилсинки, унинг учун

XI*  >  0, /== 1, 2, . . ., /г; ^-(л;)* <  '0, у =» 1, 2, . . ., т
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шартлар бажарилсин (агар (х) чизидли булса, бу

шарт ташлаб юборилиши мумкин). Агар (а)0 мавжуд 
булса дамда х ^  О ва О шартлар учун ^уйидаги 
муносабатлар уринли булса,

л :?>  0 , г =  1, 2 , . . ., п,
Щ ^  О, 7 — 1, 2 , . . ., от,

I  (х0, й ) < 1 (л0, к ° ) < / , ( х ,  «°). (3.24)

(х)° вектор (3.22) оптималлаштириш масаласининг 
ечими булади.

Бопща суз билан айтганда, (я0, и0) оптимал нуцта

цуйидаги хоссага эга: (и) фиксирланган булса, 1 (х, и0)

ушбу Х/ > 0  (/ =» 1, . . ., я) соданинг (л:) =  (л:)0 нуцта-

сида глобал минимумга эга. (х)° фиксирланган булса,

Ь (х°, и) функция 0 (/ — 1, 2 , . . ., т) соданинг

(и) —(и)0 нуцтасида глобал максимумга эга булади. Бу

хоссага эга булган (х°, и0) экстремал нуцта эгар нуцта 
дейилади. Шунинг учун дам Кун-Таккер теоремасини 
баъзан эгар нуцта ^акидаги теорема деб дам аталади.

Бу теоремами тасдикловчи куйидаги эвристик муло- 
дазаларни келтириш мумкин. Агар (3. 23) ва (3.24) га 
КУйсак, барча ^ > 0 ( / = 1 ,  2, . . ., п) ва 0 (у =  
=  1, 2 , . . ., т) учун

-- > т  ̂  ̂ __* т __>
/ (*°) +  2  и, е ] (х°) < / ( х ° )  +  2  (и? ё ] (х°) < / ( х )  +

;=1 7 — 1 
т __^

+  2  4 / ( 4  (3.25)
У-!

(3. 25) формуладаги чап тенгсизликдан
т -у т
2  «;• ^  (*°) <  Е й ?  (л:0) (3-26)

тенгсизлик досил булади.
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Барча 0 учун (3.26) тенгсизлик уринли булган- 
лиги сабабли

8) (х°) <  О (3.27)
ва

т _>-
(3.28)

/=1
ларни досил ь;иламиз.

(3.27) тенгсизликдан куринадики, (х)° оптимал нуц- 
та мумкин булган нуктадир. Агар (3.28) тенгсизликни 
эътиборга олсак, (3.25) формуланинг унг томонидаги 
тенгсизликни барча х 1 >  0 учун цуйидагича ёзиш мум
кин:

/ ( х ° ) < / ( х )  +  2  и )ё ,(х). (3.29)
7=1

Лекин шартга кура 0 (у — 1, 2 , . . т) ва

8] (х) < 0  булгани сабабли барча х г> 0 ( / =  1, 2 , .  . ., «) 

ва ^  (лг)< 0(у  = 1, . . ., т) лар учун (3.29) дан

/ Й < / Й -  (3.30)

Бу эса /(х°)  дацицатан дам / ( х )  нинг мумкин булган

содасидаги минимуми булади, (х)° эса (3.27) масаланинг 
ечими булади. Кун — Таккер теоремасининг батафсил 
ксботини махсус адабиётдан топиш мумкин.

Дифференциалланувчи функциялар учун Кун—Так
кер теоремасини цуйидагича ёзиш мумкин:
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7-§. Иккилик тушунчаси

Иккилик тушунчаси математик • программалашти- 
ришда мудим адамиятга эга.

Минимумлаштириш масаласининг бэшцачарок ифо- 
даланишини ^араймиз:

Бу масалани турри (Р) масала дейилади. Бу масала 
билан боглик максимумлаштириш масаласини унга 
нисбатан иккилик масаласи (Д) ёки цушма масала 
дейилади. Иккилик масаласи куйидагича ифодаланади:

бунда Ь (х, и) — (3.23) формула билан аникланувчи 
Лагранж функцияси.

Иккилик тушунчаси турри масала ва иккилик маса
ласи ечимлари- орасидаги айрим муносабатларни аниь;- 
лайди. Куйидаги теорема бу икки масаладаги мацсад
функцияси / (х) ва Ь(х , и) лар орасидаги борланишни 
анидлайди.

Т е о р е м а .  Агар / ( х )  в а ё ]-(х) (у =  1, 2, . . .  , т) 
функциялар дифференциалланувяи цавариц функция-
лар булиб, (у) эса (3.33) турри масаланинг ихтиёрий

— >■̂  — >•

мумкин булган нуцтяси булса ва агар {х , и > (3.34) 
иккилик -масаласининг ихтиёрий мумкин булган 
нуцтасини ифодаласа, у ^олда

тенгсизлик бажарилади.
И с б о т .  Шартга кура (у) турри масаланинг мумкин

булган нуктаси булганлиги учун ( у )< 0 , у =  1, 2 , . . . ,  т, 
ва шу сабабли

(Р) == ш1п { /(х )  | (х) <  О, у -  1, 2, . . ., т}. (3.33)

(Д) =  т а х п\

(3.34)

/ ( У )  >  I  ( х Л  « • ')
—>

(3.35)



/  ва барча функциялар кавари^ булганлиги сабабли 
дифференциалланувчи цавариц функция таърифидан 
иборат к;уйидаги ифодани ёзиш мумкин:

т > / и + 5 - ^ ) г у / й , '  (з.з7)

б у  (У) $ |  б у  (*0 +  (У — х ) У ч 8] {х'), у =  1, 2, т. (3.38) 
(3.37) ва (3.38) ни (3.36) га куйиб,

—> т _> т

/ ( у )  +  2  М / б у  (У) > / ( ^ 7) +  2  « у  б у  ( * 0  +
У=1 У=1

—> ->  —> 111

+  (У — *7)Г [ у / ( * 0  +  2  Му V бу (*0 (3.39)
' / "‘1 _* ' 

тенгсизликни досил л-;йламиз.^А'ммо (х?, "Ш)' ну^та (Д) 
иккилик масаласининг мумкин булган нуктаси булган
лиги учун

->  ->  _> т

V I  (х!, и?) =  у /  С О  +  2  « у  V б у  ( * 0  =  0 ( 3 .40)
/ “ 1

булади. Агар (3.36) ва (3.39) тенгсизликларни эътибор'- 
га олсак, (3.40) тенгликдан

/ 0 0 > / ( аЧ ^ ' )  (3.41)
тенгсизликни досил циламиз. Ана шууи исбэтлаш та 
лаб ^илинган эди.

Юкорида исботланган теореманинг амалий адамияти 
шундан иборатки, агар (Р) турри масалани ечувчи 
алгоритмлар (Д) иккилик масаласининг мумкин булган
иукталаршш ишлаб чицадиган булса, у долда бу / ( у )  
нинг оптимал цийматини пастдан чегаралаи (бадолащ) 
имконини беради.

Келгуситеоремани ифодалашдан олдин Кун-Таккер- 
нинг биринчитартибли регулярлик шарти тушунчасини 
аницлаш зарур.

Т а ъ р и ф .  (л/) турри масаланинг мумкин булган 
нуцтаси булсин, ^  {х?) функциялар эса дифференциал-,
ланувчи булсин. У долда' {х*) нуктадаги чеклаш 
шартлари биринчи тартибли регулярлик шартларини 
Каноатлантириши учун ушбу

(? )т у  бу (* 0  <  0 V /  6 { / 1 бу 0 )  " 0} (3.42)
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—>
тенгсизликни каноатлантирувчи ихтиёрий (г) ноль бул
маган вектор (ху  нуктадан чи^увчи ва мумкин бул
ган содага тегишли бирор текис ёйга уринма булиши 
зарур. Бу шарт бажарилиши учун юцорида эслатиб 
утилган Слейтер шарти бажарилиши керак.

Т е о р е м а .  Агар чеклаш шартлари асосий (Р)
масаланинг ечими булган (х)° нуцтада биринчи тар
тибли регулярлик шартларини цаноатлантирса,, у 
х;олда (Д ) иккилик масаласининг ечими мавжуд
булиб, асосий масаланинг мумкин булган (х) нуцта- 
сининг Ь функциясининг максимал циймати /  функ
циянинг минимал цийматига тенг булади (теорема- 
нинг тула исботини махсус адабиётдан топиш мумкин). 

Бу теорема катта амалий адамиятга эта. 
Математик программалаштириш масалаларини ечиш

да жуда катта ^ийинчиликларга дуч келиш мумкин. 
Аммо унга нисбатан иккилик масаласи анча осон ечили- 
ши мумкин. Ю^оридаги теорема маълум шартлар ба- 
жарилганда турри масала ва унга нисбатан иккилик ма
сала мадсад функцияларининг оптимал цийматлари бир 
хил булишини тасдгщлайди. Шундай ^илиб, дастлаб 
иккилик масаласини ечиш ва сунгра досил ^илинган нн- 
формациялардан фойдаланиб, турри масалани ечиш 
бирмунча ^улайли^лар турдиради.

Хусусий долда, чизидли программалаштириш маса
ласи учун иккилик тушунчасини ифодалаймиз. К,уйидаги 
турри чизидли программалаштириш масаласини к;арай- 
миз:

т а х  { (с)г | А (х) <  Ь\ х ^ О ,  г= 1 ,  2, ..., п}, (3.43)

бунда узгарувчиларнинг барчаси (3.13) ва (3.14) фор- 
мулаларда келтирилган узгарувчилардпр.

Бу масалага нисбатан иккилик масаласи куйидагича 
ифодаланиши мумкин:

ш Ь { Й г Й ' Л г ( й ) > Й ;  % М 0 ,  У = 1 ,  2, ..., т). (3.44)

Куйидаги теорема катта адамиятга эга.
Т е о р е м а .  Агар (х) (3.43) турри масаланинг их 

тиёрий мумкин булган ечими булса ва (и) (3.44) ик-
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килик масаласининг ихтиёрий ечими булса, у %олда 

{с)Т (х) <{Ь)Т (и). , (3.45)

И с б о т .  Шартга кура (х) тугри масаланинг мумкин 
булган ечими булганлиги учун

(Л(х)),-<  Ьи I — 1, 2, . . ., т, (3.46)
ва иккилик масаласининг ихтиёрий мумкин булган 
ечими учун и,- > 0  {I — 1, . . ., т) булганлиги сабабли

и , ( Л Й ) | . < и А ;  (3.47)
тенгсизлик бажарилади. У долда (3.47) ни I буйича 
цушсак,

т _> т
2  И/-(Л (*))*■< 2  « А  (3.48)
1—1 1=1

ёки

(и) Т А (х) <  (?)г (и). (3.49)
Шунга ухшаш, %:Ж0(г== 1, 2, . . ., п) булгани учун 

(3.44) дан

(и) г Л ( х ) > ( с ) г (х) (3.50)
тенгсизлик'досил булади. Агар (3.49) ва (3.50) ни со- 
лиштирсак,

(с)У (л-) <  (Ь) 1 (и) 
эканлигини дссил диламиз. Шуни исботлаш керак эди.

~ > г
Т е о р е м а ,  (ху турри масаланинг шундай мум

кин булган ечими булсиши,

{с)Г{ху = (Ь)Т (и)/ (3.51)
—У

тенглик бажарилсин, у %олда (хУ (3.43) турри ма- 
7 —> 

саланинг оптимал, ечими булади, (иУ эса (3.44) ик
килик масаласининг оптимал ечими булади.

И с б о т .  (3.45) ва (3.51) дан дар дандай мумкин
булган (х) учун

(7)г (х) <  (ь)Т («)/ =  (с)т (хУ (3,52)
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эканлигй келиб чиь;ади. Лекин турри масала максимум
лаштириш масаласи булгани учун х  оптимал ечим бу
лади. Худди шу каби дар цандай мумкин булган (и) 
учун

(&) т («)/ =, (?)г (ху: <  (?)г (и) (3.53)

булгани сабабли ва иккилик масаласи —бу минимум-
лаштирнш масаласи булгани сабабли («)/ унинг опти
мал ечими булади.

Т е о р е м а .  Агар (3.43), (3.44) масалалардан бири 
оптимал ечимга эга булса, у ^олда иккиншси х;ам 
оптимал ечимш эга булади.

Бу теореманинг тулш< исботини махсус адабиётдан 
куриш мумкин.

IV б о б

МАТЕМАТИК ПРОГРАММАЛАШТИРИШ МАСАЛАЛАРИНИ 
СОНЛИ ЕЧИШ УСУЛЛАРИ

3-§. Чизидли программалаштириш

Чизицли программалаштириш методлари оптимал 
бопщаришнинг купгина масалаларини ечишда, жумла- 
дан, дискрет системаларга тааллу^ли масалаларни 
ечишда кенг кулланилмокда. Бу параграфда биз чи- 
зш^ли программалаштириш масаласини каноник форма
та келтириб цайта ифодалаймиз, чунки масалани бун
дай формада ифодалаш симплекс усул алгоритмини 
татбик килишда кулайлик тугдиради.

Чизикли программалаштириш масаласи цуйидагича 
ифодаланиши мумкин:

/  (*) =  2  Х1 — (Р)Т (х) (4.1)■ 1=1
мадсад функцияси берилган. Х / > 0 ,  I =  1, 2, . . ., N  
узгарувчиларнинг куйидаги чизикли тенгсизликлар ва 
тенгликлар куринишидаги шартларни цаноатлантирувчи 
кийматларни топиш керак:
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N

2  а1гх.г <  Ьи 1=  1 , 2 ,  . . р, (4.2)
г=1
ТУ
2  а]тх т — Ь} ] =  р -Ь 1, • • Р \Ч ,  (4.3)

. г=1
Г
2  а,гтх г> ьк, к =  р -\-цАг 1, ..., т. (4.4)
[г=1

Шундай ^илиб, ц та шарт (4.3) тенгликлар ор^али 
дамда т — ц та шарт (4.2) ва (4.4) тенгсизликлар ор- 
ь;али берилган.

Умумий долда тенгсизликларга Караганда тенглик
лар билан иш куриш осон булгани учун (4.2) ва (4.4) 
тенгсизликларни кущимча узгарувчилар киритиш ор- 
цали тенгликларга алмаштирамиз.. (4.2) куринишдаги 
шартлар учун х ^ ^ -0  кушимча узгарувчилар дуйида- 
гича киритилади:

N

2  %г Хт +  Хз1 — •*/, I =  1. • • •, Р- (4-5)г~1
(4.4) куринишдаги шартлар учун х н) 0 кушьмча у з
гарувчилар куйидагпча киритилади:

уу.
2  Щт Хт — Хз) =  &/> 1 =  Р Л Ч Л- 1, . . . .  П1. (4.6)

Шуни дам айтиш керакки, мадсад функцияси тар
кибига кушимча узгарувчилар кирмайди ва улар опти
мал ечимга таъсир ^илмайди. Шундай килиб, кушимча 
узгарувчилар, асосан, масаланинг шартларини .

А (х )^ { Ь ) '  (4.7)

куринишга келтириш учун фойдаланилади, бунда 
—> *
(х) > 0  п =  ( М т  — <?) улчовли вектор булиб, ;у уз 
ичига барча асосий ва кушимча узгарувчиларни ола-

—>
ди, (Ь)—т улчовли узгармас вектор ва А т —п улчов
ли узгармас матрица. Шундай цилиб, (4.7) тенглик п 
номаълумли т та чизикли тенгламани ифодалайди. 
Бунда ж <  пг деб фараз килинади, яъни номаълумлар- 
нинг умумий сони тенгламалар' куринишидаги шартлар 
сонидан катта. Агар т <  п булса, у долда тенглама
лар сони номаълумлар сонидан куп булади, бунда
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баъзи тенгламалар бонщаларига боглик булади, шу 
сабабли уларни йукотиш мумкин. Агар от =  я  булиб, 
А  махсус булмаган матрица булса, у долда ягона 
ечимга эга булган одатдаги чизикли алгебраик тенг
ламалар системаси досил булади.

Энди чизикли программалаш масаласи каноник фор- 
мада куйидагича ифодаланади:

шах (ёки пип) {(с)г (рс) \ А(х) =  (?); х г> 0 ,  1= 1 , 2 , ..., «},
(4.8)

бунда

Й 7 =  [си с,, . . ., сы, О, . . ., 0 ]

п улчовли сатр вектор ва N  асосий узгарувчилар со- 
нидир, Данциг томонцдан таклиф этилган симплекс- 
алгоритм чизикли программалаштириш масалаларини 
сонли ечишнинг самарали алгоритмлардан бири дисоб- 
ланади. Хозирги вактда симплекс усулнинг бир неча 
варианта мавжуд. Бу параграфда бу усулнинг асосий 
мазмунигина баён этилади.

(4.7) шартларни скаляр формада ёзиб куйидаги п 
номаълумли т та чизикли тенгламалар системасини 
досил киламиз:

'-и Х 1 4" • • • “Ь а 1л х п — Ь и  |

1т \ х г +  • • • +  а т п х п —  Ь т , \ (4.9)
бунда п> т  ва (I = 1, 2 , . . . ,  от; _/'=!, 2 , . .  . ,  п) коэф- 
фициентдар А матрицанинг узгармасэлементлари булсин 
деб фараз киламиз. III бобда курсатилганидек, х} 0 ( / =  
=  1, 2..........п) компонентлари барча (4.9) шартларни
Каноатлантирувчи дар кандай х  вектор масаланинг 
мумкин булган ечимини ифодалайди. Симплекс усулда 
мумкин булган базис ечим деб аталувчи мумкин бул
ган ечимнинг жуда мудим махсус формаси мавжуддир.

Айтайлик, (4.9) куринишдаги п номаълумли от та 
чизикли тенгламалар системаси берилган булсин. Тенг- 
ламаларнннг коэффициентларидан тузилган А  матрица
нинг ранги от булсин. Агар от та шартлардаги узга
рувчилар коэффициентларидан тузилган матрица махсус 
булмаса, у долда бундай от та узгарувчи туплами ба
зис деб аталади. Бу от та узгарувчи базис узгарувчи-



лар  дейилади, цолган узгарувчилар базис булмаган 
узгарувчилар дейилади. Агар барча базис булмаган 
узгарувчиларни нолга тенгласак ва масалани базис узга
рувчиларга нисбатан ечсак, у долда берилган базисга 
кура  базис ечимини досил киламиз.

Агар (х) базис ечим мумкин булган ечим булса, 
яъни

х ] > 0 ,  7 = 1 ,  2, . . ., п (4.10)
у долда уни мумкин булган базис ечим деб аталади.

Энди, (4.9) формула билан аникланувчи геометрик 
структурани караймиз, т та тенгламанинг дар бири п 
улчовли фазода гипертекисликни аниклайди. Маълум- 
ки, гипертекислик каварик тупламдир. Айтайлик, ма-

, ■ —> т
салан, х г ва х 2 нукталар бирор /-гипертекисликда ёт- 
син. У долда

ГадТ & )= Ь ,  (4.11)
ва

(а,)Г ' Й М *  (4.12)—> —>
х х ва х 2 нукталарни туташтирувчи турри чизик кесма- 
сида жойлашган ихтиёрий нукта дам уша гипертекис- 
ликда ётади, чунки

( а /  (х) =■ а?  [X (х2) +  (1 -  \) (х ,)1 =М>Н- (1 —х) Ь1 = Ь1-
(4.13)

Гипертекислик билан чекланган очик ёки ёпик ярим 
фазо дам каварик туплам булади.

х ^ О  тенгсизлик билан аникланувчи ёпик ярим 
фазо дам каварикдир. Каварик тупламлар кесишмаси 
каварик булгани учун (4.8) масаланинг мумкин булган 
ечимлари туплами каварик булади деб тасдиклай ола- 
миз.

Каварик тупламларнинг четки (ёки экстремал) нук- 
талари тушунчасини киритамиз.—>■ '

Т а ъ р и ф .  х  нукта каварик тупламнинг четки (экс
тремал) нуктаси булиши учун шу тупламга тегишли

—-> —У —>•
булган ва ушбу (х) = >. (х2) +  (1 — X) (хг) муносабатни

— —У —У
Каноатлантирувчи (хх), (х2), {х1)У=(х2) нукталар мав- 
жуд булмаслиги керак, бунда. 0 <  >. <  1.
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Шундай цилиб, четки нукта берилган тупламга те
гишли ихтиёрий икки нуктани туташтирувчи кеемада 
ётиши мумкин эмас. Четки нукта каварик тупламн нг 
бирор „бурчагидаги нукта“ си булади. Масалан, 32- 
расмда тасвирланган каварик туплам (АВСВО купбур- 
чак) нинг четки нуктаяари А, В, С, В  ва О нукталар 
булади.

3 .2 -расмдан курииадики, агар оптимал ечим ягона 
булса, у долда у доим четки нукта булади. Фараз ки- 
лайлик, 1,х мумкин булган ечимни ифодаласин. У хол- 
да Ьх ни ВС буйлаб соданинг В четки нуктасига 
етгунча силжитиш мумкин. ни четки нуктадан н а -  
риги томонга силжитсак, ечим мумкин булган ечим 
булмай колади. Демак, В шундай нуктаки, бу нуктада 
максад функцияси шу нуктада барча шартларни каноат- 
лантирувчи максимал кийматга эришади.

1 - т е о р е м а. (4.9) тенгламалар системасиншг х<ар 
бар мумкин булган базис ечими (4.9), (4.10) цаварик- 
тупламнинг четки (экстремал) нуцтаси булади ва, 
аксинча, (4.9), (4.10) цавариц тупламнинг %ар бир 
четки (экстремал) нуцтаси мумкин булган базис 
ечим булади.

Симплекс-алгоритм куйидаги кадамларни аниклайди:
1) (4.9) тенгликдан шартларни каноатлантирувчи 

ихтиёрий мумкин булган базис ечимни топиш;
2) Биринчи мумкин булган базис ечимдан КУШНИ 

мумкин булган базис ечимга шундай йуналишда утиш 
керакки, бунда максад функциясининг киймати ортиб 
борсин;

3) Бир мумкин булган базис ечимдан бошкасига 
утишни максад функциясини энг катта-; кийматига эриш- 
гунча давом этказиш керак. п номаълумли т тенглама
лар (п > т ) системасида базис ечимларнинг умумий сони 
п дан т тадан бирлашмалар сонига тенг:

С» = 1щ ё ^ - г  <4-14)

Мумкин булган базис ечимлар сони (бошкача айтган- 
да, чегаравий шартлар билан аникланувчи купбурчак- 
нинг четки нукталар сони) бу микдордан ошмайди. Юко- 
рида курсатилганидек, четки нукталар чизикли програм
малаштиришнинг оптимал ечимига номзодлар 
(кандидатлар) булади. Симплекс-алгоритмнинг итера-
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дияси бир четки-нуцтадан бопщасига мадсад функцияси 
Кийматининг ортиб бориш йуналишида утишдан иборат
дир. Лекин мумкин булган кадамларнинг умумий сони 
юцоридан чеклангани учун оптимал ечимга чекли сондаги 
Кадамлардан сунг зришиш мумкин.

Энди куйидаги чизидли программалаштириш масала* 
сини караймиз:

N
ша г { /{ х )= У лС1 х,-

N

1=1
' / > 0 , 7 = 1, 2 ,

Л' I I ’ X

. ., т\ х ,->  0 , г =  1, 2 , . . Л’}.
(4.15)

цушимча узгарувчиларни кири-.N + 111
тиб, тенгсизликлар шаклидаги шартларни куйидагича 
ёзамиз:

N
2  ап х 1 +  Ь;, (4.16)

:
х N+1,■>0 , у =  1, 2 , . т

еки матрица шаклида 

* ' Л (х) =  (6 ),
бунда А т Х п  улчовли матрица, п =  N  +  т: 

гап . . . а ]Лг | 1 0 . . . СЛ 
й21 .  .  .ф а^ы ! 0 1 .  .  . 0

(4.17)

Л =

'-га!
N  та

(̂ :пN | 0 0 . . . 1/
т та (4.18)

ва

(х )  —

Х\
х 2

Хм

Хдг+ 1

_ Х м  1т

асосий узгарувчилар
(4.19)

Кушимча узгарувчилар
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(4. 16) дан куринадики,
%! =  л;2 =  . . .  = х ы =  0 (4.20)
х и+;= / ’л  7 = 1 ,  2, . . ., т (4.21)

ечим мумкин булган базис ечим булади. Шунинг учун 
чизидли программалаштириш масаласини ечишни ун
дан бошлаш мумкин.

Базис узгарувчилар учун (4.16) га асосан
N

* л г + у ~  2  а)1 XI^--о, У = 1 ,  2, . . ., т (4.22)

максад функциясининг (с) вектори х л,+у. (у =  1, 2 , ..., т) 
узгарувчиларга мос нолни дадлар билан тулдирилади. 
}^осил булган янги (с) вектор куйидагига тенг:

(с) = \ с и с2, . . ., си , с с ы+т], (4.23) 
бунда

СЛЧ-1 =  СЫ+2 — • • • = =  с м+т ~  0* (4.24)
Максад функциясининг (4.20) ва (4.21) 'мумкин булган 
базис ечимига мос киймати

т т
/о С*) = у2  х м+]- =  с Ь } =  0 (4.25)

га тенг булади. Агар (4.24) ва (4.25) ларни эътиборга 
олсак, мацсад функциясини куйидагича ёзиш мумкин:
* ' г* N N I т \

/ ( * )  =  2  <■,*,=■/,(*) +  2  ( *, -  2  а» с„+/) х,  (4,26) 

ёки
дг

/  (х) — /о (х) =  2  г,- X/, (4.27)

бунда
т

=  с1 — 2  а у/ сы =  с{, (4.28)
1=1

Шуни айтиш керакки, (4.27) тенглик максад функция
си билан унинг мумкин булган базис ечимига мос кий- 
мати орасидаги айирмани ифодалайди.
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I- жадвал симплекс усулнинг бошлангич жадвали- 
дан иборат.

1- жа д в а л

Б ази с булм аган  у згар у в ч и л ар Б ази с у згар у в ч и л ар

О-.
сЗ

К
Ъ  х г Х - 2  . х Ы + 1 ЛГд г+ 2 .  . . х М + т

Я 4га х Ы + \  а 1° а П а 12 . • а \ Ы 1 0  . . 0

о , « 2 2  • • ■ а 2 Ы 0 1 . 0
и
со • . . .

о
К
со
сЗ

. • . . . . . . .

Ш
х Ы+т а т0 а т\ а тЧ • ■ ■ а тЫ 0 0 1

/ ( * )  Л М ^ 2  . ■ ■
0 0  . 0

Ж адвалда цуйидаги белгилашлардан фойдаланилган.

Ь) =  я;-0, У =  1, . . .  , т.  (4.29)
Шуни эслатиш керакки, мумкин булган базис ечим- 

да дастлабки N  та х и х 2, . . . , х ы (базис булмаган) 
узгарувчиларнинг кийматлари нолга тенг. х ы+1, х ы+2,
. . . , х м+т базис узгарувчиларнинг кийматлари эса мос 
равишда Ьг,Ь2, . . . , Ьт ларга тенг булади.

Айтайлик, энди куйидагича тузатиш киритилган 
булсин: базис булмаган л:,-(г' =  1,2 , . . .  , Ы) узгарувчи- 
лардан биттасининг ^иймати ноль уриига бирга тенг 
деб олинди, колган базис булмаган узгарувчиларнинг 
кийматлари аввалгидек нолга тенг. Нолга тенг булма
ган базис узгарувчилар шундай узгарадики, ечим мум
кин булганча цолади, яъни барча шартлар илгаригидек 
Каноатлантирилади. У долда (4.27) дан

/ ( * )  —/(* о )  1 = 1 ,  , М  (4.30) 
эканлиги келиб чикади. Шундай килиб, агар юкорида- 

ги тузатиш киритилган булса, 2* микдор / ( х )  максад
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функциясининг унинг мумкин булган базис ечимига мос 
дийматига нисбатан узгаришдан иборатдир.

Агар г 1 мусбат булса, / ( х )  нинг диймати киритилган 
тузатишлар натижасида ортади. Биз максимумлаштириш 
масаласини дараётганимиз учун бу киритилган тузатиш
лар ечимни яхшилайди ва уни оптимал ечимга ядин- 
лаштиради. Агар г , манфий булса, у долда / ( х )  -узга- 
риш натижасида камаяди. Бунга асосланиб дуйидаги 
синаш жадвалини бажариш мумкин.

Барча =  1, . . . , А̂ ) ларни текшириб курамиз. 
Агар бир ёки бир неча мусбат булса, бу топилган 
ечим дали оптимал ечим була олмаслигини ва юдорида 
бажарилган алмаштиришлар ордали ечимни яхшилаш 
мумкинлигини англатади. Агар барча XI манфий ■ булса, 
у долда оптимал ечимга эришилган булади, чунки 
кейин яхшилаш имконияти йуд. Агар г 1 нинг баъзи- 
лари нолга тенг булса, у долда узаро эквивалент бул
ган бир неча оптимал ечимлар мавжуд.

Агар г,- дан мусбатлари биттадан ортид булса, у 
долда уларга мос л ; нинг дайсинисини алмаштириш 
масаласи тугилади. Бунда асосий факторлардан бири 
|г,-| абсолют дийматлардан иборат. У данча катта бул
са, мадсад функциясининг диймати шунча тез ортади. 
Шунинг учун

т а х  \ г 1[, г}&>  0 (4.31)
ни танлашга интилиш керак.

Фараз килайлик, алмаштириш учун танланган базис 
булмаган узгарувчи х г булсин. Куйидаги масала шун- 
дан иборатки, базис узгарувчилар орасида дайсини 
олиб, базис булмаган узгарувчилар орасидаги х 1 нинг 
урнига дуйиш керак. Бунда досил булган янги ечим 
мумкин булган ечим булишига ишонч досил дилиш бош 
масаладир.

Алмаштиришда аввалгидек, х г — О, I Ф I ,  | г = 1 ,  2 ,
. . . , У . долда (4.22) дан

х н+] =  ъ) -  ап х и }  =  1. 2 , . . .  , т_ (4 .32) 
х 1 ортиб боришида ап > 0  ларга мос келувчи лар 
камаяди ва х 1 узининг мумкин булган максимал дий" 
матига х лг+. лардан дастлабкиси 0 га айланганда эри" 
шади.



Агар барча у учун
а л  <  0 (4.33)

булса, у долда X) нл чексиз орттириш мумклн ва бу 
долда

/ ( X )  = / о ( х )  +  г 1 х 1 (4.34)

ва >  0 булгани учун / ( х )  дам чексиз ортади. Ш ун
дай килиб, агар (4.33) шарт бажарилсау у долда чи- 
зиклй программалаштириш масаласи ечимга эга эмас 
(максад функцияси ' чекланмаган). Шу сабабли барча 
У учун

а п >  0 (4.35)

деб фараз киламиз. Юкорида айтганимиздек х 1 нинг

максимал кийматл / ( х )  нинг дам максимал киймати. 
х ы+, лардан дастлабки 0 га айланганида эришилади. 
Уша узгарувчи базисдан чикарилади. Унинг 2 номери 
(4.32) ва (4.35) ларга кура

^ т ш  Щ ,  а ){ СО]  . (4.36)

куринишда аникланади.
Симплекс жадвалнинг г- катор билан /- устунининг 

кесишган жойида турувчи а г1 элемент унинг етакчи, 
(ёки х а л  цплувчи) элемента  деб аталади. Бунда базис
дан чи^ариладиган узгарувчига мос келувчи г- катор 
е т а к ш  деб аталади, янги ба.шс узгарувчига мос бул
ган /- устун эса етакчи уступ  деб аталади.

Сунгра, янги базис узгарувчилар (4.16) тенглама- 
лардан (4.22) тенгламаларга ухшаса, базис булмаган 
узгарувчилар оркали ифодалйниши керак. Бу тенглама- 
лардаги а'ц коэффициентлар янги симплекс жадвални 
ифодалайди. а л  коэффициентларнинг а][ лар оркали 
Куйидагича дисобланишини куриш кийин эмас:

а 'л -* а)1 ~  аг> 1 Ф  1* (4-37)

Ь) =  а)й =  а ;о — а , “Л ,  у ф  г, ■ (4.38)

( « л » )
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К (4.41) 

Худди шу каби гг,- мивдор х;ам ^исобланади:

=  1 +  1' г ; = г ~ й  (4'42) 
Янги мумкин булган базис ечим

х { — 0, / =И=/, / = 1 , 2 ,  . . .  , /V, (4.43)
г =  ^ , (4.44)

х м * ) ашЬ} —  а» ^ '  •/=^ Г’ •/==1, ' ' ' ’ т ’ ^4 '45^

•Хлч-г ~  ^  • (4.46)

2- жадвал янги симплекс жадвалини ифодалайди. Бу 
жадвал асосида яна юцоридагидек алмаштиришлар ба- 
жарплади. Бундай процесс оптимал ечим топилгунча 
давом эттирилади.

2- ж а д в а л

X1 х 2 Х1 хм х Ы +\ х М+1 Х1ЧГ+т

х Лг+1

•% +2
а 10

а 20

а 11

а 21

И

а[2

а 22

0

0
а т

а 2Ы

1

0
а \1 

а 21

0

0

Х Ы +г а ’
го

а '  
г 1 а ’

г2 1 а гМ 0 а п 0

х М+т а т0
а '

т \ а т 2 0 0 а ’т1 1

г=/ (х) / ' о ( х ) г 1 г 2 0 0 г 1 ‘ 0

Намуна сифатида т^лик ечилган ушбу содда ми- 
солни келтирамиз.

М и с о л .  3.2- расмда график усулда ечилган мисол- 
ни караймиз. Энди бу мисолни ю^орида баён этилган
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симплекс жадвал ёрдамида ечамиз. Масала куйидагича 
берилган:
т а х  { х , +  4х 2 \ х х <  10, х 2 <  10, х г +  х 2 <  14, х х х 2>0}

(4.47)
Кушимча узгарувчилар киритиш оркали дастлабки учта 
тенгсизликни

■+■ х 2 +  х з — 14, 
х х -{- х 4 — 10,

х% х§ =- 10 (4.48)

куринишда ёзам.из. Каралаётган дол учун

( О  = [ 1 , 4 ] , М

14
10

НО
А  ■■

1 1 1 0 0Л 
1 0 0 1 0  
0 10  0 1;

Бошлангич базис узгарувчилар х 3, х 4, х ь лардан иборат. 
Бошлангич жадвал эса куйидагича булади (3- жадвал).

3 - ж а д в а л
Базис булмаган 
■<-узгарувчилар

Базис узгарувчи- 
лар^

-*1 Х-1

*3 14 1 1
10 1 0

х ь 10 0 III
у —>

/ ( X )  /о(х) ==0 г г=  1 г 2= 4

ч-етакчи элемент

Жадвалнинг базис узгарувчиларга мос булган ус- 
тунлари бирлик матрицани ташкил этгани учун уни 
х;ар гал кайта ишлаб чикишнинг кожати йук.

—> 5
=с4= с 5 = 0  булгани учун / 0( х)=  2  с, 0 .

/=з

(4.28) дан фойдаланиб,

2 ; =  с х =  1 >  О, 
г 2 — С2 =  4 > . 0

ларни дисоблаймиз. Бу ерда | г 21 =  4 >  | | =  1 ^бул- 
гани сабабли базисга киритиш учун х 2 ни танлаймиз. 
У колда

Ьх



Шундай цилиб, етакчи ь$атор сифатида учинчи ка
тор танланди, яъни базисдан х ъ чикариб ташланди, 
а 32= 1  эса етакчи элемент булади. Юцоридаги (4.37) — 
(4.42) формулаларга асосан янги 4 - жадвал  ^исоб- 
ланади:

4- ж а д в а л 
. Базис булмаган

Базис 
узгарувчилар ->

Хц

*3 4 III 0

10 1 0
X, 10 0 1 ■
' —>
/<■*) 40 1 —4

<-узгарувчилар

Энди фацат — 1 >  0 булгани учун биринчи устун 
етакчи устун булади ва х { базисга киритилади. Бунда

4 1  =  1 0

сь \\ а 21

булгани учун'базисдан чикаришга х 3 танланади.
Навбатдаги жадвал эса куйидагича булади (5- жадвал).

5- ж а д в а л

| Хз | -*8

Х \  - 4 1 0
х 4 6 0 0

10 0 1
М х ) 44 — 1 —4

Бу жадвалда г,, г 2 лар манфи:1 булгани учун опти
мал ечимга эрйшилади:
 ̂ х ,  =  4, х ,2 =  10, 20р(: =  44. •

Бу ечим 3.9-расмда олинган ечимга турри келади.

2-§. Квадратик программалаштириш
Квадратик программалаштириш масаласи умумий 

куринишда III бобнинг (3.19) ва (3.20) формулалари 
билан ифодаланган эди. Биз бу ерда уни батафсилрок 
таърифлаймиз. Умумийликни чекламасдан, фацат мини- 
мумлаштириш масаласини цараш мумкин. Бу масалада 
мадсад функцияси

/ ( * )
-----> ГГ,
(С)  ( X ) х ) тО(х) (4.49)
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булади, бунда х)  — п  улчовли узгарувчи вектор, (с)— п  
улчовли узгармас вектор, О  п Х п  улчовли узгармас 
матрица.

Масаланинг чизикли шартларини 1-§ нинг бошида 
баён этилганлар асосида куйидагича ифодалаш мумкин:

А ( х )  =  (Ь), Х1*§>0, г =  1, 2 , .  . . , п,  (4.50)
—У

бунда (Ь) — т  улчовли узгармас вектор, А  эса т у . п  
улчовли узгармас матрица. (4,50) тенгламани куйидаги 
куринишда х,ам ёзиш мумкин:

§  (х) =  А  ( х ) — (Ь) =  0. (4.51)
Квадратик программалаштириш масаласини кискача 

куйидагича ёзиш мумкин:

т !п  {(с)г (х) +  (х)ТВ ( х ) \ ё ( х ) = 0 - , х ^ 0 , 1 ^  1,2,...,П}. (4.52)
Бу масалани ечиш учун Кун-Таккер теоремасини 

татбик этиш керак. Кун-Таккер теоремасининг асосий 
талабларидан бири барча шартларни каноатлантирувчи 
максад функциясининг каварик булишидан иборат-

---У гр --  ̂ —~У
дир. (с) (х)  ва § { х )  ларнинг чизикли эканлиги ва, 
демак, каварик эканлиги (4.51) ва (4.52) тенгликлард ан
куриниб турибди. Шу сабабли (х) г О  (х) квадратик 
форманинг каварик булиши учун Г) матрицанинг кайси 
шартларни даноатлантиришини текшириш керак. Бу 
саволга жавобни куйидаги 2- теорема беради.

2 - т е о р е м а .  М усбат ярым а ш щ л а н га н  (х)ГО  (х)  
квадратик форма цавариц функция  булади.

Шундай килиб, агар ихтиёрий (х) учун

(х)ТП ( х ) ^ 0  (4.53)

булса, у ^олда ихтиёрил иккита ( х {) ва (х 2) нукталар 
учун

[Х(х,,) +  ( 1 - > , )  Й ) ] г Я [ М Й )  +  (1 -Х ) (хТ)] <

< а ( х , ) г ^ ( х , )  : (1 -X )  ( х У в С х д  (4.54)
муносабат бажаоил'ишини курсатиш керак, бунда
0 < Х <  1.
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И с б о т .  (4.54) тенгсиздикнинг чап томонини

[(яО +  ЧХа ~ х г)] ТВ  [ Й  +  Х(х2 — й ]  =(х\У В (х[) +
+  2Х(х2 — х х) т В Ц х 2) +  Х2 [х2 -~1>сх) тВ  ( х 2 — ~хх)4 (4.55)
куринишда ёзиш мумкин. Мусбат ярим 'аникланганлик 
тахминига асосан (4.55) тенгликнинг хар бир ,'^исми 
манфий эмас ва 0 -<Х<; 1 (Х^Х2) булгани учун

Х(х2 — х х)т В ( х 2 — х 1) >  X2 ( х 2 — х х) ‘ В ( х 2 — х х) (4.56) 
булади. 

Агар (4.56) ни (4.55) ор^али ифодаласак, уни 

[ х х +  X (х2 — х х) \ т В  [хх X ( х 2 — х ^ \  < ( х х)1 В х х -\- 

+  2Х(х2 — х х) г В ( х х) +  X ( х 2 — х хУ О (х2 — х х) =

(*,) В ( х ]) +  Х(а*2 — х х) В ( х х) +  Х(х2-  

=  Ц х У -  О ( х 3) +  (1 -  X) (х х)тВ  (хх)
х х) В ( х 2) =  

(4.57)
шаклда езиш мумкин.

(4.57) формула (4.54) бллан бир хил. Щуни исбот 
цилиш талаб ^илинган эди.

Энди биз квадратик программалаштириш масаласи
ни ечишнинг цисцача >;исоблаш алгоритмини караймиз.
(4.23) га ухшаш (4.52) да таърифланган квадратик про
граммалаштириш масаласининг Лагранж функциясини 
ёзамиз:

(сУ (.х ) ) + \х ) тр  (*)]+  {и)тё { х ) (4.58)Ь {х, и)\=
ёки 'скаляр формада (4.20) га асосан

(Г п п т \  т  Р"-*

2  с‘ +  2 ’2 1Х‘ из (4-59)1—1 ]={
Г (х ,  и)

1 = 1 1 = 1

(х) даги . барча шартлар тенгликлардан иборат 
булгани учун берилган минимумлаштириш масаласига 
Лагранж купайтувчиси методига ухшаш методни цул- 
лаш мумкин, бу ерда И] асосий роль уйнайди. ^ацица- 
тан ^ам, Кун — Таккернинг (4.32) шарти

дЬ_
Ъи] (х)° (и)° 

куринишни олади.

=  0 , у =  1,2 , ж (4.60)
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Лекин, (4.31) шартнинг са^ланиши уз-узидан маъ
лум, чунки бу ерда хТ%  0 шарт мавжуд.

(4.31) даги биринчи тенгсизликни (4.58) га татбиц 
этиб ва (4.52) ни эътиборга олиб

' Ц - : ±  (с) +  2 0  (х) +  А т(и) >  0 (4.61)
д(х)

ни досил циламиз.
(4.58) ва (4.60) ни татбиц этиб, берилган чеклаш 

шартларини (4.50) куринишида досил киламиз.
Энди

^  =  ~ ~  (4.62)
д(х)

ёки

V, * * ! | ,  / = 1 , 2 ,  . . .  ,п  (4.63)

янги кушимча узгарувчиларни киритамиз.
(4.50), (4.61), (4.63) ва (4.31) лардан фойдаланиб, (4.52) 

квадратик программалаштириш масаласини унга тенг 
кучли булган куйидаги масала куринишида ёзиш мум
кин. Ушбу

А  (х) =  (Ь), (4.64)

2 О  (х) -  (V) +  А т (и) =  -  (с), (4.65)

(х)т(ъ) =  0 ,
' х {р>0, ^ > 0 ,  г = 1 , 2 ,  . . .  , п  (4.66)

шартларни цаноатлантирувчи (х)° вектор топилсин.
Кун — Таккер теоремасидан ва олдинги царалган- 

лардан (4.64) — (4.66) тенгламаларнинг ечими була ола- -

диган х  вектор (4.52) квадратик программалаштириш 
масаласининг дам оптимал ечими булиши келиб чи^ади.

Шуни айтиш керакки, (4.64) ва (4.65) лар (х), (V), (и) у з
гарувчиларга нисбатан чизиклидир ва шу сабабли улар- 
ни куйидагича матрица шаклида ёзиш мумкин:
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бунда А  т Х п  улчовли матрица, 2О  п Х п  улчовли мат
рица,/„ п х п  улчовли манфий ишорали бирлик матрица. 
Шунинг учун (4.67) тенгликнинг чап томонидаги би
ринчи купайтувчи матрицанинг улчови (т-\-п) X  (т-\-2п) 
булади. Шундай дилиб, т  +  2п номаълумли т  +  п  та 
тенгламага эга буламиз. Лекин x^V  ̂=  0 ( I — \ , 2 , . . . , п)

барча XI >  О (о,- >  0) булгани учун 2п  та (х), (V) узга- 
рувчилардан фадат п  тасигина нолдан фардли булади. 
Бу эса (4.67) даги п  +  т та тенглама фадат п  +  т  та 
ноль булмайдиган узгарувчиларга эга булишини англа- 
тади. Демак, (4.67) тенгламаларнинг топилиши керак 
булган ягона ечими базис ечим булади. (4.67) тенгла
маларнинг базис ечимларини идентификациялаштириш 
учун чизидли программалаштиришнинг симплекс усу- 
лини бевосита татбид дилиш мумкин. Бу эса Вулф ал- 
горитмининг асосий гоясини ташкил этади.

Бу алгоритмдан бошда Френе ва Вулф алгоритми дам 
яна уша (4.67) ва (4.65) тенгламалардан бошланади. Бу 
алгоритмнинг Вулф алгоритмидан фарди шундаки, бу 
ерда дастлаб (4.66) шарт эътиборга олинмайди. (4.67) 
тенгламаларнинг мумкин булган ечимини (4.66) шарт- 
ларга тенг кучли булган ушбу

=  I = 1,2, . . .  , п, (4.68)

шартларни эътиборга олмасдан досил.дилишга даракат 
дилинади. Агар деч булмаганда битта булса дам битта 
мумкин булган ечим олинмаса, у долда процесс тухтати- 
лади. Лекин шундай булса дам (4.67) тенгламалар (4.68) 
тенгламани даноатлантириши шарт эмас, агар мумкин 
булгаи ечимга эга булса, у долда дастлабки берилган 
(4.52) квадратик программалаштириш масаласи чекли 
оптимал ечимига эга булади. (4.67) тенгламанинг мум
кин булган ечимини досил дилингандан сунг симплекс 
усул алгоритмдан фойдаланиб (4.68) шартлар бажарил- 
гунча, яъни оптимал мумкин булган базис ечимдан бош- 
дасига утишни давом эттираверади.
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3- §. Чизщли булмаган программалаштириш

Камида битта чизщли булмаган шартга эга булган 
математик программалаштириш масаласи чизидли бул
маган программалаштириш масаласи булади. Иккинчи 
томондан, барча шартлари чизикли булиб, аммо максад 
функцияси чизидли булмаса, бу колда кам чизидли бул
маган программалаштириш масаласига эга буламиз.

Квадратик программалаштириш масаласи чизидли 
булмаган программалаштириш масаласининг хусусий 
Коли булиши табиийдир. Лекин, олдинги параграфда 
курганимиздек, квадратик программалаштириш масала
сига Кун — Таккер теоремасини татбид этиш уни чизидли 
программалаштириш масаласига келтиришга, натижада 
симплекс усулни татбиц этишга имкон беради. Шу сабаб
ли одатда квадратик программалаштириш' масаласини 
алохида синфга ажратиладн.

Чизидли булмаган программалаштириш масаласини 
сонли усул билан ечишда анчагина катта кийинчнликлар- 
га дуч келинади.

Чизидли ёки квадратик программалаштириш масала- 
ларидан чизидли булмаган программалаштириш маса- 
лаларининг фарки шундаки, чизидли булмаган програм
малаштиришнинг каР кандай масаласини ечиш учун ^и- 
соблаш алгоритми мавжуд эмас, фа^ат бир неча кар хил 
алгоритмларгина ишлаб чи^илган.

Дастлаб, чизидли чеклаш шартлари ва чизикли бул
маган мадсад функцияси берилган колни караймиз.

Ушбу масала берилган:

т а х { / ( х )  \ А  (х) <  {Ь); >  О, I — 1,2, . . .  , п}, (6.9) 
->■ . 

бунда (х)п улчовли узгарувчи вектор,
А  т Х п  улчовли узгармас матрица,

(Ь) т  улчовли узгармас вектор,

/ ( х )  чизидли булмаган ботик максад функция
си. Намуна учун 3.9- расмда икки улчовли масала 
(п — 2) келтирилган. Расмда штрихланган соха мумкин 
булган сокани ифодалайди, яъни барча шартларни ка-

ноатлантирувчи {х) — (хи х 2) нукталар тупламини аник- 
лайди.
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Г-5

3. 9-расм.

Р 0 дан Рь гача эгри ч-изицларнинг дар бири / ( х и х 2) 
мадсад функцияси узгармас циймат цабул циладиган 
нукталарнинг геометрик уринларидан иборатдир. Эгри 
чизицларнинг номерлари мадсад функцияси цийматлари- 
нйнг ортиб боришига тугри келади, яъни Р0 < Р г <  
<  Р 2<  Р ъ <  Ра <  Р 5» 0, Е и Еъ . . .  , Е ь нукталар мумкин 
булган соданинг четки ну^талари булади. 3. 9- расм- 
дан куринадики, мадсад функцияси

/тах (х)  —  Р\
максимал цийматга эришадиган ва барча чекли шарт- 
ларини цаноатлантирадиган Е3 четки нуцта масаланинг

оптимал ечимини ифодалайди. / (х) мадсад функцияси
нинг чизидли булмаганлигини эътиборга олиб, дисоблаш 
алгоритми ёрдамида Е г оптимал нуцтага цандай эришищ 
мумкин?

—->*

Одатда дисоблашни мумкин булган соданинг (х0) 
нуцтасидан бошланади. Бу ерда максимумлаштириш 
масаласини царалаётган йуналишда бажариш зарур, ай-

ни^са / ( х )  функциянинг имкони борича тез усадиган 
йуналишда дисоблашни бажариш максадга мувофицдир.

Маълумкн, / ( х )  функциянинг градиента
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у / ( * )
м. дЛ  М -
дх  ̂ Ох2 > • ■ • ’ дхп (4.70)

йуналиши берилган функция цийматининг энг тез йу- 
налиши билан бир хил булган вектордан иборатдир.

Шунинг учун даракат т-раекторияси (х0) бошлангич нуц-

тадан градиент йуналишида чикиши керак-. Л е к и н /(х )  
чизидли булмаганлиги сабабли траектория буйлаб гра
диент йуналиши узгаради.

Шунинг учун ^аракат йуналишини ва^ти-вак;ти билан 
текшириб бориш зарур. Градиентлар методининг мух;им 
масалаларидаи бири ^ар бир ^аралаётган ну^тага эри- 
шиш учун зарур булган цадамларнинг оптимал сонини 
ани^лашдан иборат. •

Градиентлар усулини татби^ этишда керак буладиган 
цуйидаги белгилашларни киритамиз:

(х/) — мумкин булган соданинг I- цадамдан сунгэри- 
шиладиган нуцтаси;

У / ( х )/~~ функциянинг градиенти, .бунда

[ А Л К у / ( * * ) Н у / ( х )г ь_ -  .(X) -  (жг) >

-  -
(г,) — (Х[) нуь$тадан чиь;увчи цадам йуналишидаги бир
лик вектор, шунинг учун

(П)ТСгЬ= 1; ' (4-71)
—>• —>

ну^тадан (г<) йуналишидаги ь;адам узунлигига 
тенг булган скаляр ми^дор.

Ю^орида киритилган белгилашлардан фойдаланиб, 
^уйидагини ёзиш мумкин:

(я:/+1) -= (х,) -М*(г,). (4.72)

(гг) янги векторнинг йуналиши у / /  градиент орцали 
куйидагича ифодаланади:

(гг) =  Я , АД (4.73)
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бунда Не пХп-  улчовли матрица булиб, й у н а л т и р у в ш  
матрица  ёки матрица  деб аталади. |

Хар хил градиентлар методларининг бири боищалар- 
дан Й 1 матрица билан фарк, ^илади. Масалан, агар

н ‘ ~ \ к \  <4-74>
—>

булса, келгуси (I +  1) ь;адам йуналиши (л;,) ну^тадаги 
у / ;  градиент йуналиши билан коллинеар булади, бу 
ерда 6,1 п — улчовли бирлик матрицадир. Бу холда а'2- 
Кадамнинг катталиги мадсад функциясининг келгуси

ну^тадаги / ( х . +1) диймати максимал буладиган ь;илиб 
танланиши керак. Бу усулни одатда энг тез кутариш  
у с у л и  деб аталади. (4.72) — (4.74) формулалардан фой
даланиб,

( * / ж ) = / Я -  +  ^ у Л >  (4.75)

ни ^осил ^иламиз.
(4.75) функция максимумининг зарурий шарти куйи

дагича:

(4.76)

Охирги (4.76) тенгликдан куринадики, энг тез кута
риш усулида иккита ^ушни нук;талардаги градиентлар 
узаро ортогонал булиши керак. Бу эса оптимал ечимга 
^ар бир нуктада турри бурчакли бурилишларга эга бул
ган зинапоясимон йул билан эришиш мумкинлигини кур
сатади.

Энг тез кутариш усули муайян (шуб^асиз) экстре- 
мумли масалаларни ечишда ^улланилади. Р^уйида биз 
унинг маълум чеклаш шартлари билан берилган масала- 
ларга ^уллаш учун яро^ли мумкин булган йуналишлар 
усулини ^араймиз. Бу мумкин булган йуналишлар усули 
Зойтеидейк томонидан ишлаб чи^илган.

Биз (4.69) куринишда ифодаланган масалани кура- 
миз.

Чеклаш шартларининг т Х п  улчовли А  матрицасини 
вектор ^аторларга ажратамиз:



У ^олда чеклаш шартларини куйидагича ифодалаш 
мумкин:

(а,)г (х) <  Ь,-, 7 = 1 т. (4.78)

(X;) нуцтадан келгуси (хг+1) нуцтага утиш масаласини

караймиз, бунда (хг-) ва (л:/+1) лар узаро куйидагича 
боглангандир:

(*<+1) =  (*•) +  &1 (П). (4-79)

Етарлича кичик лар учун {х1+1) га эришиш мумкин, 
яъни

(а ]У (х1+1) < Ь ] .  (4.80)

(х;) нуцтага эришишнинг мумкин булиш э^тимолига 
асосан (4.80) ифода ушбу

( а / - Й < 0 , Я /  (4.81)
те-нгсизликка тенг кучли эканлиги келиб ч ид ад и, бунда /

( а / ( П )  =  Ь}. (4,82)
тенглик бажарнладиган барча уиндекслар тупламидир. 

Юкоридаги (4.81) ва (4.82) шартларни ^аноатланти-

рувчи Г/ векторнинг йуналиши м ум к ин  булган  йуна-

ли ш  дейилади.  Бунда (х4-) дан ( х1+1) га утиш / ( х )  мак
сад функцияси кийматининг усищ йуналишида булиши 
керак. Бошцача айтганда, куйидаги

( п ) Т V А  >  о (4.83)
тенгсизлик каноатлантирилиши керак.

Зойтендейк ( хс) нуцтадан итерация цилишнинг мум
кин булган йуналишларини излашнинг бир неча усул- 
ларини таклиф этган. Улар билан унинг китобидан ба- 
тафсил танишиш мумкин.



V б о б

ОММАВИЙ ХИЗМАТ НАЗАРИЯСИ ЭЛЕМ ЕНТЛАРИ

1- §. Оммавий хизм ат назариясининг мо^ияти

Оммавий хизмат назариясида талабларга хизмат кур- 
сатадиган ташкилотлар оммавий хизмат системалари 
деб аталади. )^ар бир оммавий хизмат системаси бирор 
мивдордаги хизмат курсатувчи бирликяардан иборат. 
Хизмат курсатувчи бирликлар турли механик цурилма- 
лар, приборлар, аипаратлар, ало^а линиялари ва, шу- 
нингдек, турли операцияларни бажарадиган кишилар 
булиши мумкин. )^ар цандай хизмат курсатувчи система 
чекли сондаги хизмат курсатувчи бирликларга эга була
ди. Шу сабабли ^ам улар келган ^амма талабларни 
(заявкаларни) дар^ол бажара олмайди.

Ю^орида санаб утилган хизмат курсатиш системала- 
рининг ^ар бирининг муваффациятли ишлаётганлигини 
ба^олаш учун асосан икки курсаткич хизмат килади. 
Бу, биринчидан, ишнинг сифати, яъни ^анчалик яхши 
хизмат курсатилаётганлиги, иккинчидан, хизмат курса- 
тишнинг ташкил этилишидир.

Системанинг хизмат курсатиш сифати ва унинг утказа 
олиш куввати (^обилияти) барча ^олларда ^ам хизмат 
курсатиш бирликлари сонига ва уларнинг унумдорлигига 
богли^лиги равшандир,-

Биро^ хизмат курсатувчи ходимлар сонини еки хизмат 
курсатувчи аппаратлар сонини ^аддан тапщари купайти- 
риб юбориш куч ва мабларларнинг бе^уда (уринсиз) 
сарфланиши билан борлшущр.

Шу билан бирга, айтиш керакки, келадиган талаблар- 
нинг сони тасодифий ми^дор булиб, мавжуд аппаратлар 
сони эса доимийдир (узгармасдир). Талаблар о^имининг 
узгариб туриши анча катта булиши мумкин. Талабларни 
бажариш вак,ти ^ам узгармас катталик булмасдан, балки 
аппаратларнинг унумдорлигига ^ам, талабнинг характе- 
рига ^ам борливдир, яъни у тасодифий микдордир. Хиз
мат курсатувчи аппаратлар сони эса ^згармасдир.

Оммавий хизмат назариясининг асосий масаласи хиз
мат курсатувчи бирликлар сони, айрим хизмат курсатув
чи бирликнинг унумдорлиги, келаётган талабларнинг 
характери ва хизмат курсатиш сифати (муваффациятли-
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лиги) орасидаги узаро борли^ликнн очиб беришдан ибо
рат.

Бундан буён биз барча аппаратлари тенг кучли (бир 
хил ^ийматли, кучли) булган системанигина цараймиз. 
}^ар. бир янги келган талаб буш аппаратларнинг исталган 
бири томонидан бажарилиши мумкин. Бундай хизмат 
курсатиш системалари тартибсиз системалар деб атала
ди.

2- §. Келадиган тал аб лар  о^ими

Келадиган талаблар о щ м и  дейилганда хизмат курса
тиш системасига ва^тнинг бирор моментларида бирин- 
кетин келадиган талаблар кетма-кетлигини тушунилади.

График нуцтаи назардан, талаблар о^имини 01 сон 
у^ида тасвирлаш мумкин булиб, унда талабларнинг хиз
мат курсатиш системасига келиш моментлари нукталар 
билан белгиланади (3,10-расм).

)^ар ^андай бир жинсли талаблар окими тайин хосса- 
ларга эга булади.

._____2» и  и  и  Н'

3.10-расм.

Агар ва^тнинг тайин (I, 1-\-а) оралирида системага к 
та талаб келиш э^тимоли узунлиги а 01  уднинг исталган 
^исмида ётган барча орали^лар учун бир хил булса, 
бундай талаблар о^ими стационар дейилади. Бу э^тимол 
фак;ат талаблар сонига ва ва^т оралирининг узунлигига 
борли^ булади. Бундан буён биз бу э^тимолни &к (() ор- 
цали  белгилаймиз. Стационар о^имда ва^т бирлиги ичи- 
да келадиган талабларнинг уртача сони узгармас катта- 
лик булиши лозим.

Стационар процессда берилган ва^т оралири ичида у 
ёки бу сондаги талаблар келиш э^тимоли талаблар сони- 
ни.нг математик кутилиши ва тадснмот донунйдан келиб 
чрщадиган бош^а э^тимоллик характеристикалари уз
гармас булади. Бу нарса ва^т бирлиги ичида амалда ^ар 
доим бир хил сонДа талаблар келишини англатмайди. 
О^им амалда ва^тнинг тайин участкасидагина стационар 
булади.
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Агар процесснинг бирор вадг оралигида утиши (кечи- 
ши) процесснинг исталган бошда ва^т оралигида утиши- 
га борли^ булмаса ва бу оралидлар бир-бирини ^оплама- 
са, у ^олда бу о^имни сунг таъсирсиз оц,им дейилади.

Агар вадтнинг бир хил моментида икки ва ундан ор- 
ти^ талабларнинг биргаликда келиш э^тимоли эътиборга 
олмаса ^ам буладиган даражада кичик булса, яъни вакд-- 
нинг хар бир моментида фа^ат битта талаб келиши мум
кин булса:

булади, у долда ^одисалар о^ими кейин келмайдиган ор
динар. о щ м  дейилади.

Юк°РВДа санаб утилган учала хоссага эга булган 
о^им энг содда о щ м  дейилади. Шундай к;илиб, бир жинс- 
ли ^одисаларнинг энг содда о^ими деб, ^ар ^андай ста
ционар, ординар, сунг таъсирсиз ок>имга айтилади. Энг 
содда о^имлар практикада куплаб учрайди. Шу сабабли 
уларга оммавий хизмат назариясида катта эътибор бе- 
рилади, чунки амалий масалаларни ^ал этишда энг сод
да одимлардан фар^ диладиган о^имларни энг содда 
о^имлар билан алтмаштириш (тасвирлаш) мумкин бу
лади.

Энг содда о^имнинг асосий характеристикаси вадг- 
нинг бирор оралири ичида талабларнинг та^симот 1фну- 
нидир. Бунда вадг оралиги тасодифий мивдор деб ^ара- 
лади.

3- §. Стационар оцим
Оцимнинг м.ивдорий характеристикасини топиш мак;- 

садида бирор Х(1) функцияни киритамиз: у 01 ва^т ора- 
лирида хизмат курсатиш системасига келгаи талабларни 
ашщласин. Бу функция I нинг ^ар бир урнатилган (та
йин) к;ийматида тасодифий мик;дор булади.

Системага келадиган талаблар сони фа^ат бутун, 
мусбат, камаймайдиган сон булиши мумкин. Демак, Х(1) 
функция фа^ат бутун мусбат ^ийматларни дабул дилиши 
мумкин ва у вадг утиши билан камаймайди. Х(1) функ
ция графикда ^ар доим погонавий ч т щ  куринишида 
тасвирланади (3.11-расм).

Агар О I  оралицда (/0, ^ ) ,  (А. 4), • • •  > (*п—1. 4 ) вацт 
ичида мос равишда ки къ , кп сондаги талаблар
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т

1,0 ■ 

0,9.  
0,8 .

келиш эх;тимоллари маълум булса, у ^олда талаблар 
окими

Р  (^1, ^2) • • • > > К  *2. • • • > ^я) '
= Р { Х ( ^ )  =  ^ 1, X (^2) — ^ 2>: . . . , X ( /и) =  &л} |

функция билан тула аникланган булади. Бу функция 
вактнинг 0 / оралигида роса к та талаб келиш э^тимо- 
лини анидлайди, бу ерда Ь -> О да к =  0, 1, 2 , . . .  , д.

Бирок Р{1) функцияни топиш анча мушкул. Оким 
стационарлик хоссасига эга булганда эса масала анча 
соддалашади. Бу ^ о л д а Х (^ ) ,  Х(^2). • • • тасодифий мик- 
дорларнинг таксимот конуни каралаётган оралик каерда 
жойлашганидан катъи назар, оралщнинг факат узун- 
лиги {1и Ъ) га боглик булади (3.11- расмга каранг), 
яъни
Р{Х(*)  =  к } = Р { Х У + а ) - Х { а ) = к } ,  к — 0, 1,2,  . . . ,  /г.

Стационар оцимларда хизмат курсатиш системала- 
рига келадиган талаблар уртача сонининг эхтимоли 
узгармасдир. Демак, О I ораликда системага роса к та 
талаб келиш эдтимоли системага уша к та талабнинг
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(а, г! +  а) оралщ да келиш эдтимолига тенг, бу ерда 
а — вацтнинг исталган оралиги.

Шундай цилпб,  стационар оким / нинг турли мо- 
ментларида (унинг бутун давомида) бир хил таксимотга 
эга.

Сунгтаъсирсиз оцимларда ва^тнинг ( а ,а - \ - ( )  орали
гида роса к та талаб келиш эхтимоли (I) системага 
а моментдаи аввал колган талаблар сонига боглиц эмас. 
Бу ерда (а , а - { - { ) оралик ичида к та талаб келишининг 
шартли эхтимоли бу додисанинг шартсиз эхтимолига 
тенг булади.

Сунгтаъсирсиз стационар оцим
' Щ(1), к — 0, 1 , 2

функциялар системаси орцали тула аницланади. Бунинг 
учун

Р{Х({)  =  к}, к — 0, 1, 2,. . . . , п
ни курсат;;ш кифоя.

Айтайлик, вактнинг (^, (2), , 13), . . . , {*п—и 4) ора- 
ликларида системага мос равишда к и к2, . . . , кп та 
талаб келсин. Демак, вакт ичида к2 — кг та та
лаб, — 2̂ вацт ичида к3 — к2 та талаб келган ва до- 
казо. Шунинг учун Х ( ^ )  =  к1 нинг эхтимоли]

Х М - * ( * / - , ) =  А / - * / - 1, * = [ 1, 2 , , п
нинг эх;тимолига тенг булади, яъни

Р { Х & )  = к и Х ( * 2) =  к2 , . . .  , Х { 1п) ^ к п) =
=  Р {Х  &) -  X (/о)} = к , -  к0, X  (/,) -  X ( V  =

-  к2 . . .  , Х  (Ьп) -  X  (*„_,) -  к п -  кп^ } .

Вацтнинг ораликлари узаро кесишмаганли-
ги учун системага к2 — ки к3 — к 2 та ва ^оказо талаб
лар келишидан иборат ходисалар богли^ эмас. Бу ер- 
дан, эдтимолларни купайтириш теоремасини кулланиб, 
сунгтаъсирсиз о^им учун цуйидагини ^осил киламиз:

Р  {X ({,) =  ки 1 <  I } =  П  Р  {X (^_ ,)  =  к , —
1=1

Стационар оцимда
Р | Х М - Х ( У = , ^ ~ ^ , )  ==

! (̂ 1 $[—|), 1 ^  ь к

206



булгани учун
П

Р { Х  (*/) =  /гг, 1 <  I <  п) =  П  щ  __,
1—1 1 1

ёки кг — ни 5/ оркали. белгилаб,

П  г'л. ( / ,  —
1= 1  I

га эга буламиз, бу ерда Р  {X {([) — X  г) — /г̂  — 
ифода вацт ичида роса ^  та талаб ке 
лиш эх;тимолини англатади, ана шуни исботлаш талаб 
этилган эди.

4- §. Энг содда о^им

Энг содда оцимни тасвирлаш учун <ик (() нинг ифо- 
дасини топиш керак. юк (I) хизмат курсатиш системасига 
(а, а  +  0  оралик ичида к та талаб келиш эхтймоли, бу 
ерда к исталган бутун мусбат дийматлар кабул- килиши 
мумкин: к — 0 , 1, 2, . . .  п, яъни I вак;т (у тасодифий 
мивдор сифатида каралади) ичида келадиган талаблар 
сонининг та^симот конунини топиш. лозим.

Vк (0 функцияни аниклашнннг бир неча усуллари 
мавжуд. Айтайлик, система вактнинг бирор / =  0 мо- 
ментидан бошлаб ишлай бошласин. Система 01 ва^т 
орасида кх та талаб, (I,  ̂+  оралицда эса к2 та талаб 
келган булсин, бу ерда к х +  к2 =  к.

Вацтнинг (0,г? +  -с) оралигида системага к та талаб 
келиш э^тимолини аник;лаймиз. Бу ^одиса к +  1 та тур
ли биргаликда булмаган

1 - жа д в а л

Вакт оралиги Вацт оралигида тушган талаблар сони

(0 , 0 к к—  1 к— 2 к— 3 3 2 1 0

( 4  1 +  О Ь'2 0 1 2 3 к - 3 к - 2 к—  1 к

/Н-1

усулларнинг бири ор^али амалга ошиши мумкин 
(1- жадвалга каранг.)
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Демак, агар системага О I вакт ичида к та талаб 
келган булса, у долда ( ( , / - (-х) вакт ичида битта дам 
талаб келмайди: к2 — к — к у. Агар 0 { оралицда к  — 1 та 
талаб келган булса, у долда (I, I — -с) вакт ичида к2 ==■ 
=  к — кл =>.2 та, яъни 2 та талаб келади ва доказо.

кх =  к, к2 =  0, к — к — 1, к2 — 1, к^ — к — 2 , к2 =  2 .
Демак, системага (О,/ Н-Дх) оралик ичида к та та 

лаб келишинннг барча мумкин булган доллари систе
манинг к +  1 та долати билан белгиланади.

Сунгтаъсирсиз процессларда вактнинг дар кандай 
берилган момента учун саиаб утилган эдтимолий харак- 
теристикалар илгари келган талаб-сонига богли^эмас. 
Сунгтаъсирнинг йуклиги хоссаси юкорида курсатилган 
к + 1  та дрдисанинг эдтимолларини дисоблашда эдти- 
молларни купайтириш теоремасидан фойдаланишга им
кон беради.

Масалан, мазкур хизмат курсатиш системасига вакт-' 
нинг 01 оралигида аник к та талаб келиш, ({,  ̂+  
оралйкда эса битта дам талаб келмаслик эдтимоли 
Ък (() г>0 (х) га тенг. Системага (И ораликда аник к — 1 та 
талаб келиш (/, I + 1) оралш да эса битта талаб 
келиш эдтимоли г)*-! (/) V (х) га тенг.. ва д.к. Вактнинг 
(И ва (М  +  т) ораликларида Системанинг барча мумкин 
булган к-\-  1 та долати жуфт-жуфти билан биргалнкда 
эмас, доДисаларнинг дар кандай жуфти бир вактда руй 
бера олмайди.

к та додисанинг руй бериш эдтимоли V■а (^,^-\-Щ ни 
аник, 13ш учун эдтимолларни КУШИШ теоремасини кул- 
лаймиз. Бу эдтимол куйидагига тенг:

■‘М Н - ' В).” 2  (т) К ( *  :--)1 =1=0
=  ‘Оц(0-‘Чо (*) +  ® * - 1  (0  •®1 ('с) +  • • • >  +  

у &- 2( . . .  , +  -У0( 0 - ■'»*(•')• (5.1)
(5.1) тенгламада сунгги икки даддан бошка барча 

дадлар х га нисбатан юкори тартибли чексиз кичик мик- 
дорлардир; демак, бу дадларнинг йигиндиси дам уша 
тартибли чексиз кичик микдор булади, шунинг учун 
талаблар келишининг барча эдтимбллари бирдан Ортик 
була олмайди, яъни

0 <  юф)  <  1,
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2  VI (() ■ (х) <  2  "Ок- 1 (■=) =  2  VI (х),1=0 1=0 1—2
Бундан ташкари, йиринди дадлар сони чексиз орт- 

ганда камаймайди:
к  оо

2  ^ о о  <  2  ■»«('')•
1— 2 1 = 2

Энди 2  ^ С 5) йигинди х га нисбатан чексиз кичик 
1= 2

микдор эканлигини курсатамиз. Хизмат курсатиш сис
темаси бир вактда долатларнинг факат бирида булиши 
мумкинлиги (иккита додисанинг бир вактда руй бериши

узарэ истисно этилади) сабабли 2 'у«(т) =  1» бу ердан
1 0̂

со

2  ^  (") =  1 -  ъ 0 (х) —  щ  (х)
1=2

булиши келиб чикади.
Унг томондаги эдтимоллар йигиндиси ъ0 (х) (х) 

нинг биринчи дади I вакт ичида системага битта дам 
талаб келмаслик эдтимолидан иборат, иккинчи дади эса 
роса битта талаб келиши эдтимолидан иборат. Шундай 
Килиб, х— вакт ичида системага камида иккита талаб 
келиш эдтимоли 1 — [г>0 (х) — (х)] га нисбатан чексиз 
кичик микдордир:

оо

2  щ  (х) =  1 -  [г»0 (х) |  ъ х (х)] == о (х).
1=2

Системага х вакт ичида келадиган талаблар сони- 
нинг математик: кутилиши 6Хх булган Пуассон конуни 
буйича тадсимланган, бу ерда X — вакт бирлигида-кела
диган талаблар сони. Шунинг учун х_*.0 да

•о0 (х) — =  ] —  Хх +  0  (х),

яъни системага х вакт ичида битта дам талаб келмас
лик эдтимолидир. х вакт ичида к та талаб келиш эдти
моли эса

, (Хт)й -> .1

^ ( т) =  - Т Г  ■е
га тенг.
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Д ем ак ,(5. 1) тенгламанинг йигиндиси ушбу куриниш- 
ни олади:

V,к (* +  -с) =  V ,,  {()  • ъ 0 (х) +  (/) • (х) - 1-  0  (1) —

=  Ък ( 0 ( 1 — Хх) +  Щ [ (О Хх +  О (х) =
=  щ  (0 — ^  (0 Лх +  г'й_ !  Ц) Хх +  0 (х), (5.2)

бу ерда ушбу айирмани досил циламиз:
Щ  (< +  ■ ' ) -  V *  ( 0  =  X [ г ) * - !  (О  -  щ  (г1)] х +  0 (х).

Сунгги тенгликнинг иккала кисмини х =  А  ̂ орттирмага 
булиб,

У к (̂  +  х) — О* (0 х [оА_ 1 (() -  V/, (/)] х 0 (г)
---------------------------------- ------------ ------------------------ , = = ------------------------ --- ---------------- ---------------------------------------------_ _  (5.3)

ни досил к и л а м и з .  у к (/) функция барча >  0 да диф- 
ференциалланувчи, х — 0 да

=  Xг»*_1 (0 — X (0,  6 = 1 ,  2, . . .  , п .  (5.4)

Натижада г>й (*) ни ани^лайдиган чизидли дифференциал 
тенгламалар системасини досил ь;илдик.

Хосил килинган системани алмаштирамиз:
М ^  +  АО - М О  _  _  (/) +  Х ^  0  +  0^ )

А/  —> 0 Д а ~  X ( 0 + Х ® * - 1  (О,  1,2,  3, . . .
(5.5)

(агар лимит мавжуд булса). Шундай килиб, (/) ни 
анш^лаш учун чизидли бир жинсли дифференциал тенг
ламаларнинг чексиз реккурёнт системасини досил кил- 
дик. Бу системага я 0(/) нинг кийматини аниклаш учун 
яна битта тенгламани тузиб, кушиш керак.

Сунг таъсирнинг йуклиги хоссаси ва эдтимолларни 
купайтириш теоремасидан фойдаланиб, цуйидагини до
сил киламиз:

г»0 { ^ - \ - М )  =  V 0 (*) -у0 ( М ) ,

лекин
ю0^  +  М) =  ъ0 (0  [1 - Х Д *  +  0 (Д*)]

ёки

Щ (* +  д 0  — '«о (О =  — X ъ 0 (А0  +  (0  • О (А/).
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Тенгламанинг ш кал а  кисмини А^ га булиб ва лимитга 
утиб, куйидагига эга буламиз:

*>о(0 _  • &
~Ш М ’

бу ердан
1 11 Г (О 1 Iлекин ] -—  =  1п^ 0 +  С.

Демак,

1пг>0(/) ■= — И - |~ 1 п С  ёки Щ ( )̂ =  С (5.6)

Интеграллаш узгармаси С ни «о (0) =  1 бошлангич 
шартдан (нолга тенг ' вакт оралигида талаблар йук- 
лигининг эдтимоли бирга тенг) топамиз: С =  1 ва

^„(О =  е~и .
Бу (01) вакт ичида системага битта дам талаб кел- 

маслик эдтимолидир. Вакт оралигининг ортиши билан 
у тез камаяди. Унинг камайиш тезлиги X канча катта 
булса, шунча куп булади. X катталик оцим параметра  
дейилади.

Энди

= : - ^ к V к(^)+'кV^̂_ ^
ат

тенгламани бошкача куринишда ифодалаймиз, бу ерда 
6 = 1 ,  2, . . .  Агар

тк(1) -  е~и  ■ и*(0 , 6 =  0 , 1, 2 , . . .  , л , 
г’0(/) =  < Г ^  (5.8)
и0 (() =  1

булсин. (I) функцияни дифференциаллаб,
ЛуьУ) _  е- н  

м *аь « ) - \ и к Ю
(Н

ни досил киламиз, бунга Ъ-я ( )̂ нинг ифодасини (5.8) 
тенгламадан куйиб,

= \ и 1г- 1 (1), 6 = 0 ,  1 , 2 , . . .  (5.9)
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ни досил киламиз. ък (() функциянинг таърифидан

(0) =  1, х», (0) == 0 , 2  Щ (0 =  1 (5. Ю)
к =О

келиб чикади. Демак,
оо

(0  +  (0  + 2  ^к (0  — 1
к —2
со

бундан  ̂=  0 да 2  «4 (0) =  0 .
к=2

Бу тенглик йигиндининг дар бир дади нолга тенг 
булган долдагина (чунки эдтимоллар манфий эмас) 
уринли булиши мумкин.

(5.10) тенгламадан ио ( 0 ) = 1  ва ик (0) =  0 булиши 
келиб чикади, шунинг учун

^  (О =  X.

Бу ифодани интеграллаб куйидагини досил киламиз:
I

и \ ( 0  =  ,[ X ^  — М -{- С], лекин м2 (0) =  0 =
о

демак,

М1 (О ~  X/.
Шунга ухшаш, (5.10) тенгламани 6 =  2 , 3 , . . .  да 

интеграллаб куйидагини топамиз:

« . ( 0 - 4 ? - .  « з(0  =  4 й .

демак,

^ ( 0 = ^ . « А(0 = ^ - (1^ - ,  6 == о, 1, 2 ............

Шундай килиб, энг содда окимда талаблар сони вакт
нинг (01) оралигида И  параметрли Пуассон конун'и бу
йича таксимланган. Бу ерда оким параметри X вакт 
бирлиги ичида келадиган талаблар сонининг математик 
кутилишига тенг:
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СО оо »г

М ( [к [  =  2  Ь ч к ( 0 = 2  к
*=1 А=1 л>,

Бу формулада I исталган мусбат сон булиши мум
кин: I — 1 булганда эса

Графикда (3.12- раем) талабнинг энг содда 'окимида 
роса к  та талабнинг келиш эдтимоллари ифодаланган.

5- §. Стационар булмаган Пуассон оцими

Системага вацт бирлиги ичида келадиган талаблар 
уртача сонининг вакт оралигига нисбатининг бу оралик 
нолга интилганДаги лимита окимнинг оний з ш л и г и  д е 
йилади:

бу ерда ср (I) —  каралаётган (01) вакт ичидаги талаблар 
сонининг математик кутилищи, Узгарувчи зичликли, 
ординар, сунгтаъсирсиз оким стационар булмаган  
Пуассон оцими  дейилади. Бундай окимлар учун вакт
нинг узунлиги 1 булган оралигида к та талаб олиш 
эдтимоли Пуассон конуни буйича аникланади:

М, [к\ =  Х.

Ш

0 1 2  3 4
3. 12-расм,
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бу ерда а каралаётган (/0» ~Ь т) вакт 'ичидаги талаб
ларнинг математик кутилиши булиб, у куйидагига тенг:

Бу долда математик кутилиш факат вакт оралигининг 
узунлигигагина боглик булиб колмасдан, балки 10 бош- 
лангич моментга дам богликдир (унингОI вакт укида- 
ги вазиятига ва \(Ь) функциянинг куринишига бог
лик).

6- §. Чекланган таъсирли оцим (Пальма оцими)

Кетма-кет келадиган талаблар орасидаги вакт мо- 
ментлари г и г ъ г 3, . . .  узаро боглик булмаган тасоди
фий микдорлар буладиган оким чекланган таъсирли  
оцим  дейилади.

Бу тасодифий микдор — талабларнинг келиш момент- 
лари дар доим манфий булмаган кийматларга эгалигини 
таъки'длаб утамиз. Окимнинг бошлангич момеНтини ^  
оркали, / -талабнинг келиш моментларини 11 (г— 1, 2 ,
3, . . .) оркали, айирмаларни

оркали белгилаймиз. Демак, =* 1Х— г 2 — 13 —

Агар талабларнинг келиш моментлари (ёки кушни 
талаблар орасидаги вакт ораликлари) маълум булса, 
мазкур оким тула аннкланган булади. Бунинг учун 
%к~Рк{х)  к =  1, 2 , 3, . . . микдорларнинг таксимотко- 
нунларини билиш зарур.

Р-ц (х) ни Р  < х}  оркали белгилаймиз (энг оддий 
окимга нисбатан, бу ерда факат битта узгармас X мин;- 
дорни билиш кам лик килади). Каралаётган бир жинсли 
стационар оким энг содда окимнинг умумлашмасидир. 
У Пальма функцияси ср0 (/) нинг берилиши билан тулик 
аникланади.

9о(0  ни топиш учун Нк (х — ^  оркали ушбу куш 
додисани белгилаймиз: т вакт ораликларида биттадан 
кам булмаган талаблар келади; ш (/) ораликда эса купи
билан I та талаб келади. У долда ['-Р  нисбат олдин-ш (х)

=  Л —
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ги  ̂ оралщ да камида битта талаб келган деган шартда 
т вакт ичида талаблар йуклигининг шартли эдтимолини 
ифодалайди: т -»  0 да лимитга утилганда (агар у мав- 
жуд булса) бу нисбат Пальма функциясига тенг була
ди:

То (О П т »
г-*0 “ (Т)

Бу функция бошлангич моментда камида битта талаб 
келган деган шартда I вакт ичида битта дам талаб 
келмаслик эдтимолига тенг.

Пальма типидаги оким учун Рк [х) тасодифий мик- 
дорларнинг г к таксимот функцияларини ср0(/) Пальма 
функцияси оркали ифодалаш мумкин.

Бу таксимот функциялар куйидаги куринишга эга:

Р х (х) =  X1 9 (и) йи, Рк (х)

бу ерда X — оким параметри. Бу долда X параметр энг 
содда окимдаги каби <р0(0 Пальма функцияси оркали 
топилади:

X (“ ср (11)611 — Р х (то) — 1. 

Ь

3. 13-расм.

01 кесмада (3.13- раем) 
битта талаб келган,
1 ч — 1Х +  I кесмада эса 
битта дам талаб кел- 
маган.

ср0 (■() сифатнда е~ы 
функцияни оламиз, бу ерда Ь > 0  (бу функция # 0'(0 га 
тенг булиши мумкин, чунки 0 < / <  оо;е~*4 <  1 ва мо
нотон камаяди). Р х (%) учун ифодада ф0 (0 урнига е~ь1 
функцияни куйиб,

(
\ е~ Ьи а и  =  \ -  т

1 X \ - е ~ ь{л0 ь 0 ь 1о

ни досил киламиз. Бу ерда X параметр

X  ̂ ср0 (и) йи  — 1
о
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тенгламадан аникланади. Д емак,

_[ <р0 (и) Ли 
о

ёки

бу ердан

7 - =  1 ва \  =  Ь.

Шунинг учун

Р 1 (О — 1 ~  е~и ,
бирок

Рк (0 =  1 — ?о (О =  1 — е~ и ,
яъни исталган к > - 2  да функциянинг таксимот конуни 
Р ( ^  функциянинг таксимот конуни билан устма-уст 
тушади, ср0 (/)-== е~ и да эса сунг таъсирли стационар 
ординар оким энг содда окимга айланади.

7- §. Хизмат курсатиш ва^ти

Хизмат курсатиш вак;ти хизмат курсатиш системаси 
ишини характерлайдиган энг мудим курсаткичлардан 
биридир. Аппаратнинг битта буюртмани бажариш ва^ти 
системанинг утказа олиш кобилиятини белгилайди.

Одатда системага турли талаблар келади, масалан, 
магазинда харидорлар турли мадсулотларни турлича 
микдорда харид киладилар. Бундан танщари, турли со- 
тувчиларнинг хизмат курсатиш муддати (ва^ти) турлича 
булади (у сотувчининг толикканлигига, чавдонлигига, 
кайфиятига ва ш.у. боглик. булади). Шунинг учун хизмат 
курсатиш ва^ти бир буюртмадан иккинчи буюртмага 
утиш да ' узгариб туради.
. Хизмат курсатадиган механизмлар (автоматлар) дам 

уларнинг маркасига эскирганлиги ва шунга ухшашларга 
боглик буладиган турли эксплуатация сифатларига эга 
булади. Шу муносабат билан хизмат курсатиш ва^ти ?
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тасодифий миддор булади. Шу сабабли у куйидагича
таксимот донуни билан ифодаланиши мумкин:

Р  (/)]=-- Р{-; <  I), бу ерда 0.
Бу функция хизмат курсатиш вадти у нинг бирор ол- 
диндан берилган вакт киймати I дан кичик булиш эд- 
ти мо дин и анидлайди. У куйидаги хоссаларга эга: функ
ция доимо мусбат, монотон усувчи булиши дамда 
бирдан ортик булмаслиги керак.

М и с о л .  Хизмат курсатиш системасининг ишини 
урганишдан сунг хизмат курсатиш вадтининг таксимот 
функцияси куйидаги [куринишда эканлиги. анидланди: 
Р  (1) — 1 — ё~и {I — минут дксобида). Бунинг киймати 
0 < / < о о  да манфий булиши мумкин эмас, бу шарт 
бажарилади:

О <  I — 1, / >  0 да.
Олинган функциянинг дссиласи мусбат:

Р'  (0  -  (1 - - е~'21у  -  2е~п ,
бу ердан Р  (() нинг [усувчи [функция эканлиги келиб 
чикади.

Таксимот функциясини билган долда, масалан, хиз
мат курсатиш вактининг 2 мин.дан ортик булмаслик 
эдтимолини топиш мумкин. Функцияда Р (I) нинг урни- 
га  ̂=  2 мин. ни.дуйиб, изланаётгаи эдтимолни досил 
Киламиз:

Битта талабни бажариш нинг уртача [вадтини топа
миз. У математик кутилишга тенг:

о-

оо

—

оо оо 

+ 21
0

«У
0 0

1е и 2е т -1 мин..

Бу хизмат курсатиш вадтида навбатдаги талабнинг
ба жариб булиниш эдтимоли Р  (1) =  1 — е~2̂ = 0,86 га тенг, 
яъни бу олингантадсимотда 100 та талабдануртача 86 
таси 2 мин дан ортик булмаган вакт ичида бажарилади.
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Ёки айтайлик, таксимот функцияси Р  (() — 1 ---- (ТТр-'Го)-7
куринишда булсин. Хизмат курсатиш вацти Ь >  0. Бу 
шарт бажарилади, чунки Ь >  0 булганда

0 ^  1 ((  +  Ю)3 <  2 - 

Танланган функциянинг досиласи мусбат:

Р ' ^  =  (( + Ю)3 >  ° ‘

Демак, р  (I) монотон усувчи функция.
Таксимот функциясини билган долда хизмат курса

тиш вакти 2 мин.дан ортик булмаслик эдтимолини 
топишимиз мумкин. Р(I)  функцияда Ь урнига 2 мин. ни 
Куйиб, изланаётган эдтимолни досил киламиз:

р  (2) =  1 — (2 + 1о)2 -  0,99.

Битта талаб бажарилишининг уртача вадтини топамиз, 
у математик кутилишга тенг:

и . +  Ю 1 2-100(( +  10)3 

? ^ 0 , 1 мин.
Бу вак;т ичида навбатдаги талабни бажариб булиниш

эдтимоли:

^ (0 , 1) - 1 (оЛ +  ю>а~ 0 ,9 9 ;

бу таксимот турида 100 талабнинг уртача 99 таси 1 мин. 
дан орти^ булмаган ва^т ичида бажарилади.

Р(1) таксимот функциянинг конкрет куринишини 
аник,лаш учун системадаги хизмат курсатиш аппаратла* 
рининг дар бирининг ишини узо^ урганиш лозим, чунки 
битта системанинг узида турли аппаратларнинг хизмат 
курсатиш ва^ти турлича таксимот функцияларига эга 
булиши мумкин.

Биз-дисоблашларни соддалаштириш ма^садида бун
дан буён хизмат курсатиш ва^ти умумий таксимот к;ону- 
нига буйсунадиган аппаратлардан иборат системалар- 
нигина ^араймиз: ю^орида келтирилган мисолдан кури- 
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надики, тасодифий мщдор булган хизмат курсатиш 
вактининг таксимот функцияларини билиш катта 
а^амиятга эга. Р({)  таксимот функцияни билиш бир ^а- 
тор мудим саволларга жавоб бериш имконини беради.

Реал хизмат курсатиш вактининг таксимот цонунла- 
ри турли булган оцимлар учраши мумкин. Бирок; хизмат 
курсатиш ва^ти ихтиёрий булган оммавий хизмат маса
лаларини ечиш усуллари анча мураккаб ва оммавий хиз
мат назарияси масалаларини дал этишнинг янги усулла- 
рини ишлаб чи^ишни та^озо этади.

Кейинги вактда хизмат курсатиш вацти ихтиёрий бул
ган оммавий хизмат масалаларини дал этиш усуллари 
муваффа^ият билан ишлаб чи^илмо^да. Бунда Монте- 
Карло усулидан (статистик моделлаш) фойдаланилади- 
ки, у хизмат курсатиш вактининг таксимот ^онуни ихти
ёрий булган оммавий хизмат масалаларини дал этишга 
имкон беради.

Биро^ хизмат курсатиш вактининг таксимот ^онуни 
ихтиёрий булган оммавий хизмат масалаларини дал 
этиш амалда анча цийин булиб, купчилик долларда 
электрон-ра^амли дисоблаш машиналарини татби^ 
этишни тацозо этади.

8- §. Х изм ат  курсатиш вактининг курсаткичли 
тацсимот цонуни

Оммавий хизмат назариясида хизмат курсатиш ва^ти- 
нинг курсаткичли тацсимот ^онуни катта адамиятга эга 
булиб, у ушбу куринишга эга:

/-'(/) -
Бу ерда 7 хизмат курсатиш вактининг математик 

кутилишига (хизмат курсатишнинг уртача вацти) теска- 
ри катталикдир, чунки

оо _оо ОО

7И[Т] =  С Ы Р {I) =>\ -  =
о о о

— О ——[(Г 1' Г — — .
-10 1

Практикада хизмат курсатиш вактининг таксимот 
цонунлари бош^ача булган оцимлар дам учрайди. Би-
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рок хизмат курсатиш вацти ихтиёрий булган оммавий 
хизмат масалаларини дал этиш анча му.раккабдир.

Курсаткичли конун бундай хоссага эга: агар вакт- 
нинг бирор / 0 моментида буюртма бажарилаётган бул
са, у долда колгаи хизмат курсатиш вактининг такси
мот конуни хизмат курсатиш канча вактдан буён давом 
этаётганлигига боглик эмас., Бу куйидаги мулодазалар- 
дан келиб чикади: / а (I) хизмат курсатиш I вакт даво- 
мида давом этаётган ва яна Ь дан кам булмаган вакт 
давом этишининг эдтимоли булсин, у долда

/ о  (О =  1 — ^ ( 0
ва

/ о

Бу ерда / 0 (/). =  1 — Р  (/) — хизмат курсатиш в акта 7 
нинг  ̂ дан кичик булмаслик эдтимоли. Энди Р(I)  =  
=  Р  (■[ <  I) булгани учун

/ о ( 0 - 1 - Я ( т < / ) -  ! - > ( * ) .
Шунинг билан эдтимолларни купайтириш теорема- 

сига кура

/ Ж  +  I) = / 0 ( а ) / а (0 , лекин / ( а - И )  =
бу ерда /о (а) — хизмат курсатиш вактининг а дан ки

чик булмаслик эдтимоли;
Л  (0  ~  хизмат курсатиш вактининг I дан ки

чик булмаслик эдтимоли, бирок бу вакт 
а  +  I оралигида давом этганлиги шарти 
билан.

демак,

1а (/) =  Т о ^  е (а+{) “  ^ (а+1) “  е~ Т-  
Шу сабабли ^уйидагини досил циламиз:

/ а  ( 0  ~  е ~ ' ( ~ ~ / о  ( 0 :

Бу долда шартли эдтимол/ 0 (() эдтимол билан устма- 
уст тушади, демак, хизмат курсатиш вактининг таксимот 
^онуни мазкур буюртмани бажариш давом этаётган ора- 
л щ  узунлигига боглик; эмас.



9- §. Цайтариладигйн оммавий хизмат системалари

Оммавий хизмат системаларини икки груипага булиш 
мумкин: а) цайтарнладиган системалар; б) кутиладиган 
системалар. Биринчи груииада барча хизмат -курсатиш 
аппаратлари банд булган моментда келган таЛабга хиз
мат курсатилмайди ва у системадан к;айтиб кетади. Ик
кинчи группада барча аппаратлар банд булганда келган 
талаблар системадан 1̂ айтиб кетмасдан, балки навбатга 
турадилар ва хизмат курсата бошланишини кутадилар.

( л + 1) та аппаратдан иборат ^айтариладиган омма- 
вий хизмат системасини цараймиз. Бундай система (я + 1 )  
та долатда булиши мумкин.

Кайтариладиган оммавий хизмат системаларининг 
характеристикаси сифатида вактнинг исталган I моменти 
учун' система долатининг эдтимоли Я* (2) ни караймиз. 
Бунда дар бир аппарат бир вактда факат битта талабни 
бажаради (ижро этади) ва агар аппаратлардан цайсидир 
бири буш аса, у дардол навбатдаги талабни (у агар 
булса) бажаришга киришади деб фараз килинади.

Айтайлик, битта талабни бажариш вакти пара- 
метрли курсаткичли конун буйича тадсимланган булсин. 
У долда хизмат курсатиш вактининг I дан кам давом 
этиш эдтимоли куйидагича булади:

/ > { - <  /} = ,/ • '( , ) ,=  ! -  «Г*
Фараз кнлайлпк, битта талабнинг бажарилиш вакти 

X параметрли курсаткичли конун буйича таксимланган 
булсин. У-долда хизмат курсатгш вактининг I дан кам 
давом этиш эдтимоли куйидагича булади:

г/д-’ (X 0 /г - и  
=  •

Кайтариладиган [систёмаларни бадолашнинг асосий 
курсаткичлари дамма аппаратлар банд булганда хизмат 
курсатмаслик эдтимоли ва банд аппаратларнинг уртача 
сонидир. Бу курсаткичларниНг биринчиси хизмат кур- 
сатишнинг тулалигини, иккинчиси зса хизмат курсатиш 
системасини курсатади.

Вактнинг бошлангич моментида к та аппарат, 
/ —Аг ( / ; ) = / моментида к та аппарат банд булсин, буерда 
N (/) — тасодифий микдор. У вактнинг бошлангич / 0 
моментида банд булган к та аппаратдан баъзиларининг
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бушаш моментлари янги талабларнинг келиш момент- 
лари, шунингдек, бу янги талабларни бажаришнинг ту- 
галланиш моментлари билан ани^ланади. Шу сабабли 
бу процесснинг дан кейинги утиши олдин нима бул- 
ганлнгига боглик эмас. Бундай процесслар Марков  
процесс лари  деб аталади.

Вактнинг { моментида роса /г та аппаратнинг банд 
булганлик эдтимоли Рк (() =  Р  [Ы({) =  к}, 0 <  п га 
тенг, агар дастлаб I та аппарат банд булган булса, у 
долда бирор Ь вакт оралигидан сунг к та аппарат банд 
булишининг шартли эдтимоли булсин, у долда

РЛ*х +  и)  '=  2  Л  &)/>,*(*,). (5.12)
- /■=о

Бу тенглик куйидагини белгнлайди: агар Ц моментда 
системада Я,- (!х) (I =  1, 2 . . .) эдтимол билан к  та ап
парат банд булган булса, {., ораликдан кейин эса систе
манинг к та аппарат банд буладиган долатга утиши- 
нинг шартли эдтимоли Р1к (/2) (1 =  0 , 1 , 2  . . .) б^лса, у 
долда 1Х +  ^  моментда к та аппаратнинг банд булиш 
тула эдтимоли купайтмаларнинг барча мумкин булган 
к  лар буйича йигиндисига тенг:

2  Р ^ - Р Л к ) .  (5.13)

Жумладан, к =  1 булганда

Р0 (* +  * ) =  Р 0 (0 • Яоо (X) +  Л  (0  Ло 0=), 
бу эса аппаратнинг буш булиш эдтимолидир.

х вакт ичида аппаратнинг буш булиш эдтимоли 
Р 00(х) га тенг. Бу эдтимол, равшанки, вацт ичида систе
мага битта дам талаб келмаслик эдтимолига тенг ёки 
Л>о(т) =  1 — Хх -1- 0 (х) нинг кийматини Р 00 (х) тенгламага 
куйиб, куйидагини досил киламиз:

Р0 (* +  <) =  Р0 (() [ 1 _  Хх +  0 (х)] +  Р х (0 Р 10 (х).

Лекин вактнинг бошлангич моментида аппаратнинг буш 
булиш эдтимоли Р, (() — 0 , шунинг учун

р 0 (* 4 . ,) =  Р0 (*) [ 1 — Хх +  0 (х)].
Бу тенгликни бундай узгартирамиз:

Р 0 у  +  т) _  р о (/) =  _ Х  Р 0 ({) х +  р 0 (/) 0 (х),
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сунгра тенгликнинг иккала кисмини т га буламиз ва 
х —>0 да лимитга утамиз:

11тп Р о V  +  т) ~  (0  __  а  Р о (0  _  у р  и \
1-*0 х <И о '  '

ёки

Бу тенгликни интеграллагандан сунг 1п Я 0(/) нинг ций- 
матини топамиз:

1п Я0 (/) =  — +  1п С,

ва демак, Р 0 (/) =  С е ~ и . И интеграллаш узгармасини 
Я0 (0) =  1 бошлангич' шартдан топамиз: С  — 1, яъни 
Р 0(1)— е~и . Бу куйидагини англатади: агар аппарат 
бошлангич моментда буш булган булса, у долда унинг 
/ вакт моментида дам буш булиш эдтимоли Р 0(1) — е~ 
га тенг. Я0 (/) учун досил килингаи ифодадан куриниб 
турибдикн, бу катталнкнинг киймати X параметр орти- 
ши билан камаяди.

Изланаётган Ра (*) эдтимолни анидлаш учун тула 
эдтимол формуласи

1=0
дан фойдаланамиз ва унда ^  =» I, — т деб кабул ки
ламиз; у долда тенглама ушбу куринишни олади:

р к (* 4 - х) =  р к +  и) =  р 0 (*) р 0к (,) +  р ,( { . ) .р 1к (х) X +

+  . . .  +  Рп (0 Р пк (*) =  2  Я, (0 Я|* (х)-
(=0

Бу тенгламада Р 1к (:) системанинг х вакт ичида / та 
аппарат банд булган долатдан 'т та аппарат банд бул- 
гаи долатга утишининг шартли эдтимолидир. Я00 (х) 
эдтимолларни дисоблаш учун к =  0 деб кабул киламиз. 
Бу ерда Я 00(х), агар вактнинг бошлангич моментида 
система буш булган булса, у долда х вадт ичида битта 
дам талаб келмаслик эдтимолидир. Бу долда система
дан барча аппаратларнинг банд булмаслик эдтимоли

1 -  \\7(а) =  1 - Х х  +  0 (х)
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га тенг, бу ерда IV (х) — каралаётган х вакт ичида сис
темага камида битта талаб келиш эдтимолидир. ^арама- 
Карши додиса — бу вакт ичида талаблар булмаслик эд- 
тимоли 1 — Ш (х) га тенг.

Бирок х ваь;т ичида системага битта талаб келган 
ва системадан чикиб кетган булиши мумкин. Бунинг 
эдтимоли Р  (х) =  1 — е~~1Х булади,- е~лх катталикнинг -[х 
куреаткичнинг даражалари буйича ёзамиз:

Р  =  1 _  1 4 -  11 _  Ш .  .! .  ( с ) !  _  „,т I П М1 1! 2! 1 3! ' ' ' Т  0 (>-).
Бу ердан йигиндининг биринчи учта дадйдан бошка 

дадлари х 0 да х га Караганда юкори тартибли чексиз 
кичик микдорлардир, катор узгарувчан ишорали бул
гани учун унинг йигиндиси абсолют киймати буйича
< (тх)2 г-"биринчи дад-Цр- дан катта булмаиди.

Агар талаб вактнинг т оралигинииг бошйда келма- 
ган булса, у долда унга хизмат куфсатиш эдтимоли 
яна дам кичик булади. т вакт ичида системага битта 
буюртма келиш эдтимоли IV (т) =  Хх 4 - 0 (х,), х вакт ичи
да  буюртма келган ва уни бажарилган булиш эдтимоли 
эса иккита эдтимол купайтмасига тенг: / =’(х)У7(х). Бу 
купайтма куйидагига тенг:

Р  (х) '$7 (х) а= |^х 0 (х)] • [Хх -} о (х)] =  Яух2 4 - 0 (х),
куриниб турнбдики, бу катталик х га нисбатан чексиз 
кичик микдордир.

Системага х вакт ичкда икки ва ундан ортик талаб 
келиш эхтимоли зса яна дам кичик — чексиз 'кичик 
микдор булади. Здтимолларни кушиш теоремасига кура

Роо (х) 1 — Хх 4 - 0 (х) == 1 -  и7 (х),
п , *

чунки доим о2  =  1. Бу тенглик куйидагини анг-

латади: агар бирор моментда системада к  та аппарат 
банд булса, у долда I вактдан сунг система ё уша до- 
латда колади, ёки бирор бошка долатга утади. .

Р йй(х) эдтимолни топамиз. Сунгги тенгликдан куйи- 
даги келиб чикади:

р ии (т) =  1 -  р т V  ~  Рк1 Ь )  —  • • • -  р кк^  (х) —
“  Р к, >+1 (Т) ~  (Т)-
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Бу й и р и н д и н и н г  Ркк— { ( т-) ва Р к, А+4 ( - )  дан бонща бар
ча дадлари х га нисбатан юкор и тартибли чексиз кичик 
микдорлардир.

х вакт ичида системадан иккитадан ортик талабнома 
чикиб кетиш эдтимоли дам х га нисбатан юцори тар
тибли чексиз кичлк микдордир. Б у  эдтимол 1 — к > 2  
булганда

Р  (х) =  1 — е~1Х =  — "(х 0 (х)
ёки

[ / ^ ) ] (- й= [ - Тх +  д (х )р  =  0 (х).'
Шунинг учун

Рщ М =  О Ь) ва Ркк (х) =  1 -  р кк+1 х +  0 (х).( 5.14)
Энди х вакт ичида к  та аппаратдан камида биттаси- 

нинг бушаш эдтимолини топамиз. Хизмат курсатиш 
вактининг х дан ортик давом этиш эдтимоли / г(х) = 1  — е~1" 
га тенг, тескари эдтимол эса

1 — Р  (х) — 1 — 1 +  е ~ г" =  е~т'-
Здтимолларни купайтириш теоремасидан фойдаланиб, 

вактнинг х моментида банд булган  к та аппаратнинг 
биттаси дам бушамаслик эдтимолини топамиз. Битта 
аппаратнинг банд булиш эдтимоли, маълумки, е~^х га 
тенг, к  та аппаратнинг банд булиш  эдтимоли эса

=  е~ к^
га тенг; Бу ердан к та аппаратдан камида биттасининг 
бушаш эдтимоли куйидагига тенг:

1 — вГК{=  -[кх 0 (х),
Юкорида курсатилганидек, нинг даражалари бу

йича ёйишдан сунг, х вакт ичида икки ва ундан ортик 
аппаратнинг бушаш эдтимоли

Р к,к- 1 (Х) — Т^Х +  0 (х)

га тенг, бу ерда 0 <  к ^  2 . Р кк+1 (х) — системага янги 
талаб келиш эдтимоли. Бу  эд ти м о л

р к, к + л ^  =  *х +  0(т) (5.15)

га тенг, бу ерда 0 <  к <  п  — 1.
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р и, к- 1 (т) ва Р и, к+ 1 (т) лаР УЧУН ифодаларни (5.14) 
тенгламага келтириб куйиб,

Р кк С*-) 333 1 — Хт -|- +  0  (х) 
ни досил киламиз, бу ерда 0 <  к  <  п  — 1.

Системада жами /г та аппарат булиб, уларнинг дам- 
маси банд булгани учун унинг бу долатдан п +  1 та 
аппарат банд буладиган долатга утиши мумкин эмас, 
яъни бу додисанинг эдтимоли нолга тенг. Шунинг учун

Рпп (х) == 1 — т«т +  О ('О-
Системанинг бир долатдан бошкасига утиш эдтимол- 

ларини аниклаш натижаларини умумлаштирамиз: ]

Роо (х) =  1 — Хт -)- 0 (т),
Рак ('') =  1 — Хт -  тАт 0 (т), 1 <  к < п — 1,
Я«я('с) =  1 — Т ^  +  0 '(т),
/ 3й ( ^ ) = ° ( " ) >  * - 6 >  2, (5Л6)
Р кЛ- Х{х)=~ Т ^ + 0 (т),
Р к, *+:«> =  Хт +  0 (т).

Бу кийматларни 6  =  0 , 1 < 6 < я — 1, 6  = /г булганда 
(5.13) формулага куйиб, куйидагини досил киламиз:

Р 0 (* +  *) =  Ро ( 0  (1 ~  Х̂ ) +  Р х ( 0  г  +  0 (т),
Л ^  +  т) =  П - 1  ( 0  Х'с +  Рк (*) (1 — Хт — ф )  +

+  Л г+1( 0 (6 + 1) г  +  0 (т)

(бу ерда Р к+Х (/) • (к +  1) т =  0 чунки системанинг п до- 
латдан п +  1 долатга утиши мумкин эмас).

/М ^  +  ^ Н ^ - Д О Х х  +  Р Л О О  - Тя т ) + 0 ( т ) .  (5.17)

Бу системанинг тегишли тенгламаларида Я0 ( 0 ,  Р*«(0 
ва Рп Ц) дадларни унгдан чапга утказиб ва тенглама
ларнинг иккала кисмини т га булиб, куйидагиларни ко
сил киламиз:

3 (± Т )Г р° 1(0 -  -  х р 0 а )  +  т л  ( о  +  о -̂ ,
Рк р к (о

-  X Р к- х  ( 0  — (X +  тб) ( 0  +

+  Т (6  +  1) Рк+1 ( 0  +
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Р п «  + ?) - Р п (О ^ х ( 0  _  т , п р п ( 0  +  8

1 <  6 <  « — I. 
т —»0 да лимитга утиб, куйидагини досил киламиз:

^ ) ^ - х р 0 ( о + т Л ( 0 .

^ > = = х ^ _ 1 ( о - ( Я + т 6 ) Р й(0 + т ( ;6 + 1)Я й+1 (0 ,,_ 1 й .

1 ^  6 <  п ~  1, ( • )

.
Бу досил килинган «-}- 1 та Я0 (О> Л  ( 0 .  • • • » р п (О 
номаълум функцияли бир жинсли дифференциал тенгла
малар системаси Эрланг  системаси  деб аталади. Эдти- 
моллар 6 =  0 , 1, 2 , , . . . я  булганда а ва у параметр- 
ларнинг функциялари сифатида аникланади. Бунда из- 
ланаётган здтимолларни узгармас купайтувчи

2 - Я * ( 0  =  1 (5.19)А=0

шартдан аникланади.
Бу системани ечиш мумкин булса-да, лекин у анча 

машацкатли. Агар бу системанинг чап томонлариницг 
* оо даги лимит цийматларидан, яъни (Марков теоре- 

масига кура)

~~~Ж~ *оова  0 <  6 <  я

дан фойдаланилса, масала осонрок ечилади. Бунинг на
тижасида (5.18) система ушбу куринишни олади:

— хр0 +  тЛ =  о,
^ - ( Х + Т ^ ^ + Т ^ + О ^ - О ;  1 
ХРп- 1  -  тпРа =  0 .

(5.18) системанинг унг томонлари нолга тенгланган, 
чунки ^ —*^оо да (5.20) системанинг чап томонлари фа- 
кат ноллар булиши мумкин. Акс долда Рк (/) да I—> оо 
лар чексиз ортган булар эди, бунинг эса маъноси бул- 
мас эди.
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Бу чизикли алгебраих тенгламалар си стем аси ^  Рп --=
и о

=  1 шарт билан биргаликда 6 =  0 , 1, 2 , . . .  булган
да Рк здтимолларни топишга имкон беради.

Бунинг учун \Р к—1 — у к Р к ни г к (\  < :к < п )  оркали 
белгилаймиз, у х'олда г х = \ Р 0—^Р1 ва системанинг би
ринчи тенгламасига асосан =  0 .

Бу тенгламанинг бу системасидан куйидагига эга 
буламиз:

2* — 2*4-1 =  0 ,
чунки

ХР*—1 -  7 кРк — [а Рк — *; (к 1) Рк±{ ] =  0
ва 2я =  0 ; 1 <  к <  га — 1 
к  =  1 булганда "

г,
^1 = г 2 

Шунинг учун, бу ердан

^ Р к—х — \ к Рк ва 6 — 1, 2 , 

Демак,

Г. X ^

0 ; =  0 ва доказо. 
23 =  . . . г я =  0.

/ г  — 1

1 . 

/ V  

/ V

—  л  =
2Т 1

1-2-3 0

Х\? 1 
,Т /Л1-2

Р  - ( ± \ ‘
* • • ' ’ * 1 т /  й! '

(5.21)

Я0 нинг кнйматини (5.19) тенгламадан топамиз: ^ оо.

2  Ля =• 1 да лекин
т=0

Р „  - ( т ) т!
Бу ердан

п  ,  ,  \ т  

Я » Д г ( т )  -  “ (5.22)

т =0
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(5.21) ва (5.22) формулалардан келадиган талабнинг 
кайтарилиб юбориш эдтимолини топиш мумкин.

Агар системанинг барча аппаратлари банд булса, 
талаб кабул килинмайди, яъни 6 =  п  ва

Банд аппаратлар сонининг математик кутилиши цуйи- 
дагига тенг:

Бу формулалар хизмат курсатиш вакти ихтиёрий 
конун буйича тацсимланган долда дам уринлидир.

1- м и с о л .  Бензин (ёнилги) куйиш пунктида туртта 
курилма ишлайди. Агар барча нурилмалар банд булса» 
у долда ёнилги олмокчн булган навбатдаги машина, 
кутиб утирмасдан, кейинги пунктга томон жунаб кета
ди. Ёнилги олмокчи булган машиналарнинг бир соат- 
даги уртача сони 20 та, 1 машинага хизмат курсатиш 
уртача вакти эса 6 мин га тенг булсин. Вактнинг бирор 
оралигида машинанинг ёнилги олмокчи булиш эдтимоли 
шу катталикларга боглиц. Серкатнов трассада б у ■ эдти
мол I га боглик, трасса канча серкатнов булса, бу 
богланиш шунча кам булади. Шунинг учун ечимни 
стационар деб дисоблаш мумкин.

Бунда (/' +  А /) вакт ичида к та янги машина келиш 
эдтимоли жуда кичик ва I гача канча машина келган- 
лигига богли^ эмас, шунинг учун оким сунгтаъсйрнинг 
йуклиги хоссасига эга деб дисоблаш мумкин. Бундан 
таищари, хизмат курсатиш бутун сутка давомида деяр- 
ли бир текис булади деб дисоблаш мумкин. Шунинг 
учун вактнинг кичик А/ оралигида камида иккита ма
шинанинг хизмат курсатиш учун мурожаат килищ 
эдтимоли кичикдир. Бу эса додисанинг ординар деб 
дисоблаш имконини беради. Юкорида келтирилган 
мулодазаларга кура талаблар окимини энг содда оким 
деб фараз килиш мумкин.

Бундай окимни тула характерлаш учун битта узгар
мас катталикни—вакт бирлиги ичида келадиган талаб-



лар сонининг математик кутилишини билиш кифоя. 
Масала шартига кура X =  20. Хизмат курсатишнинг да- 
вомийлиги турлича. Хизмат курсатиш вакти курсат
кичли конун буйича таксимланган деб фараз киламиз. 
Хизмат курсатишнинг уртача вакти 6 мин булгани 
учун, 1 соатни вакт бирлиги сифатида караб, курсат
кичли конуннинг параметрини аниклаймиз:

чунки 6 мин ==0,1 соат.
(5.23) формуладан навбатдаги машина келган момент

да барча курилмалар бандлиги ва у йулида давом 
этишга мажбур булиш эдтимолини топамиз:

(20  1

Демак, ёнилги олиш учун келадиган х;ар 100 маши- 
надан уртача 90 тасига хизмат курсатилиб, 10 тасига 
эса хизмат курсатилмайди.

Пунктнинг уртача бандлиги канча? Банд курилма
лар сонининг математик кутилиши:

Демак, математик кутилиш Ж  = 1 ,8 7 ;  яъни уртача 
1,87 та курилма банд булади ёки уларнинг ^ар бири 
иш кунининг 1,87:4 =  0,47 кисмида банд булади.

10- §. Аппаратларнинг сони чекланган системаларда 
хизмат к^рсатилиши

Аппаратлар сони катта булганда системанинг хола- 
тини аниклаш, хусусан / моментда роса к та аппа
ратнинг банд булиш эдтимолини аниклаш му^имдир.

7 =  Т  =  Ю,
10

10) '41 2 =  — • — ^  0 0924 7 ’

п

Ро, Р\, Рз, Р&, Ра катталикларни кисоблаймиз:
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Бу эдтимол вактнинг бошлангич моментида барча 
аппаратлар буш булганлиги шартида

—г*
_ Л ( 1- е  )

=  ( 1- е ~ х')* -е Т

га тенг, бунда к =  0 , 1, 2 , 3, . . .
Бошлангич моментда барча аппаратлар буш булган

лиги шартида I моментда банд булган аппаратлар Ур
тача сони

е ~ и ).

Этаётган процессда к  та аппаратнинг банд булиш 
эдтимоли бошлангич ^олатдан цатъи назар

_  х

га тенг.
К у т и л а д и г а н  с и с т е м а л а р .  Системада аппарат

лар сони чекланган булиб, у п  га тенг.
Хар бир аппарат бир вактда битта талабни бажара- 

ди. Янги келган буюртмани буш аппаратларнинг истал
ган бири бажаради. Агар барча аппаратлар банд булса, 
у ^олда янги келган буюртма хизмат курсатиш систе- 
масида колади ва навбатга туриб, хизмат курсатили- 
шини кутади.

Битта талабга хизмат курсатилиш вакти ч ушбу 
курсаткичли таксимот конунига буйсунадиган тасодифий 
микдордир:

Р  (т <  0  — 1 ~  е~ ‘1'
Системада т  тадан (т  — чекли сон) ортик талаб 

. булмаслиги лозим.
Оким характеристиками:
1. Хх -{- 0 (^), агар I моментда олдин талаб келмаган 

булса, у ^олда (/,  ̂+  т) вакт ичида талаб келиш эх,ти- 
моли. Бу ерда X >  0. У илгари келган т  талаблар со- 
нига боглик эмас.

2. Талаблар келиш моментлари эркли ^одисалардир 
(вактнинг талаблар келиш орасидаги ораликлари кесшп- 
майди). Каралаётган системанинг иш сифати куйидаги- 
лар билан аникланади:

а) навбатнинг уртача узунлигининг хизмат курсатиш 
системасида бир вактда булган талабларнинг энг катта
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сонига нисбати. Бу нисбат хизмат курсатилаетган объ- 
ектнинг бекор туриш коэффициенты  дейилади;

б) буш аппаратлар уртача сонининг аппаратлар жами 
сонига нисбати. Бу нисбат хизмат курсатувчи аппарат
нинг бекор туриш коэффициенты  дейилади (яъни сис
теманинг иш коэффициента навбатда турган талабнинг 
вактдан йукотиши ва системанинг ишлатилиш тигизлиги 
билан аницланади).

Ас ( 0  оркали Ь моментда системада роса к  та талаб 
борлик эдтимолини белгилаймиз:

к < п  булганда барча к та талаб бажарилади ва нав
бат кутиш йук. Бу колда система кайтариладиган систе
малар билан бир хил шароитда булади. Шунинг учун 
Рк {1) здтимолларни аниклайдигаи дифференциал тенг
ламалар системасининг биринчи п  та тенгламаси (5 .21) 
ва (5.22) системаларнинг тегишли тенгламаларидан ^еч 
бир фарк килмайди. Лекин системанинг сунгги тенгла
маси янги тенглама билан алмаштирилиши лозим, чунки 
бу ^олда система а п ^олатдан а л+1 долатга утиши мум
кин (к =  п +  1 булганда барча аппаратлар банд ва бит
та буюртма навбатда турибди).

Олдинги булимда кулланилган муло^азаларни кул- 
ланиб, ушбу чизидли тенгламалар системасини топамиз:

0 “  — р о +  Т р и 
О =  (от — 6 +  1) XРк_ г -~[(т  —  к ) \  -\- /гт] Рк

+  (6  ~Ь 1) Т Р’и+х' 0 <  6 <
(5.25)

О =  (от — к +  1) X Рй_ , — [(от -  Щ X +  /гу] Р,. +  щ  Рк н ; ] 
п  <  к <  т.

Бундан 0 =  X Рт—{ — щ  Рт шартда Рк нинг кийматини 

аниклаймиз, бунинг учун бунда ! белгилаймиз:
(т  — к ) \ Р к — { к +  1 )Х Р к+1 = г л; 0 <  к ^ п .

(т — к) X Рк — п  у Р й+1 = г к] п ^ к ^ т .

(5.25) системада эски узгарувчиларни янгилари би
лан алмаштириб, куйидагига эга буламиз:
г 0 =  0, г к — гй_ 1 =  0, агар 0 <  6 <  л булса;

= 0, агар  0 < 6  — 1 б улса
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Бу узгаришлар к =  О, 1,2,  . . .  учун тегишли ифода- 
ларниР*лар оркали бундай ифодалашга имкон беради:

Р к  » < к « . . р м  =  р «

/г <  6 <  т .
/ > , - т А р „ ,  л  =  2 ^ . ( 1 ) л  =  = < г = 1 ) ( ^ .  р а м

коказо.
Демак,

Р

р ь =  Ж ( ё щ  ( т ) /г р о; 1 <  к <  й бУлса;
_  /и — п р __ т\ I \  \ « + 1 р  _

л+1 — л п-/г! [ т  — (я +  1)]! I -( ) ° ’

я  <  & ^ / я .
_  Г/к — ( п -  1)1 р  Ш " +2Р

«+2 п-̂  л+*1- п3я ! [ т —(л +2)]!\-[ ) *о-
Шундай килиб,

т\Рь ( у ) > 0; я  <  /г <  т.  ( 5 . 2 6 )лл-п п\ (П1 _  й) V -у

Аппаратлар сони талаблар сонидан.кичик булганда 
навбат пайдо булади:

г. т\
й к \(т ■

Бу ^олда системага кирган талаблар сони хизмат 
Килаётган аппаратлар сонидан ошмайди.

2  Рк =  1 шартдан Р0 ~  1 — 2  Рк ни аниклаймиз ёки 
*=о Й~1

т\ ( 1 \ к
Ро =  1.'! ( X \к . ^ 1 _____т\ ( X у

к±о ( «  — ^)! М  '  й^ § + 1  «А- Лп! ( т  — А)! ]
Бу барча аппаратларйинг буш булиш эдтимолидир.
1. Хизмат курсатллишини кутаётган талабларнинг 

уртача сони навбат узунлигининг математик кутилиши- 
га тенг:

м  _  у  (/г - и )  /я! ( М / ; п

1 й^л+Х л к  ~ п  п1 ( т  ~ * ) ! м  > (

ёки м = *  2  СЬ - п ) Р к.
й = я + Х
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Бу ердан хизмат курсатилаётган объектнинг бекор 
туриш коэффидиентини топамиз:

—  = ~  2  (к —п ) Р к.

2. Системада бор булган талабларнинг уртача сони 
кутаётган ва хизмат курсатилаётган талабларнинг мате
матик кутилишига тенг:

т

к = 1

, кт\_____  /  X \*
па~ пп\ (т — Л)! 17; А -

3. Хизмат курсатиш аппаратларининг уртача сони 
буш аппаратларнинг математик кутилишига тенг:

Бу ердан хизмат курсатиш аппаратининг бекор ту
риш коэффициента:

^ ~ ~ Ъ { п - Щ Р к ^ Ъ Р к ~ ^ к Р к .
т  п  к= 0  к = 0 п  к =О

4. Хизмат курсатилишини кутаётган талаблар сони
нинг берилган N  сондан ортик булиш эдтимоли куйи- 
дагига тенг:

т N

Рк>и =  2  р * = 1 ~ 2 р*.
й = Л Ч -1  к — О

М и с о л .  Ишчи т  та курилмадан иборат автоматлар 
группасига хизмат курсатади. Автоматлар нормал иш- 
лаётганда ишчининг аралашиши талаб этилмайди. Ку- 
рилма уртача 7 соат ишлаганда бир марта тухтайди. 
Курилмани-нг ваь;т утиши билан тухталмаслик эдтимоли 
камайиб боради. Бу эдтимол е~и  га тенг булсин. Д е 
мак, автоматнинг тухтагунча ишлаш вактининг I дан 
кичик булиш эдтимоли Р (т  <  I) »  1 — е~и та тенг бу
лади.
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Илгари айтилган эдики, агар у тасодифий мивдор 
Р(у  2) =  1 — е~''1 конунга буйсунадиган булса, у долда
— тасодифий микдорнинг математик кутилишидир.

Каралаётган мисолда курилманинг тухташлари ора
сидаги вакт шу конунга буйсунади, демак, у  автомат -
ларнинг тухташлари орасидаги уртача вактдир. Бу вакт 
шартга кура 7 соатга тенг. Сунгра ишчининг битта 
курилмани тузатишига уртача 30 мин вакт кетади ва 
хизмат курсатиш вакти у параметрли курсаткичли ко
нунга буйсунади деб фараз киламиз. У долда ~  — 
яъни 7 =  14.

Куйидагиларни аниклаймиз: а) хизмат курсатишни 
кутадиган курилмаларнинг уртача сони; б) автоматнинг 
бекор туриш коэффициента; в) агар ишчи 10 та курил- 
мага караса, унинг бекор туриш коэффициента.

Бу ерда я =  1, чунки 10 та курилмага битта ишчи 
карайди. Жами талаблар сони 10 дан — курилмалар 
сонидан ортик була олмайди. Каралаётган система 11 
та турли долатда булиши мумкин.

1. Барча курилмалар ишламокда.
2. Битта курилма ишламаётибди ва унга ишчи кара- 

мокда, туккизта КУрилма эса ишламокда.
3. Иккита курилма тухтаб турибди, уЛардан биттаси 

ремонт килинмоада, иккинчиси эса ремонтни кутмокда, 
колган саккизта курилма ишламокда ва, нидоят, барча 
курилмалар тухтаб турибди, улардан бири ремонт ки- 
линмокда, туккизтаси эса ремонтни кутмокда.

(5.26) формуладан фойдаланиб, ишчининг битта ку- 
рилмага караётганлиги эдтимолини топамиз:

р  — 10- ( М1 р  — ‘91 , Л_ р  _12 р  о 715 Р
1 1! (1 0 — 1)! 4 4 /  0 9 14 о 14 0

Ишчининг битта курилмага караётганлиги, колган 
к  — 1 та курилманинг эса тухтаб турганлигининг

формула буйича дисобланган эдтимоллари 6 - жадвалда 
келтирилган.
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6- ж а д в а л

к Ремонт кутувчи 
курилмалар сони р к

Ро
Рк № - 1 )  Рк ЬРк

0 0 1,0000 0,3780 0 0
1 0 0,7150 0,2700 0 0,2700
2 1 0,4610 0,1740 0,1740 0,3480
3 2 0,2630 0,0990 0,1980 0,2970
4 3 0,1315 0,0497 0,1481 0,1788
5 4 0,0566 0,0214 0,0856 0,1070
6 5 0,0203 0,0077 0,0385 0,0462
7 6 0,0058 0,0022 0,0132 0,0156
8 7 0,0014 0,0005 0,0035 0,6040
9 8 0,0002 0,0001 0,0008 0,0009

10 9 0,0001 0,0000 0,0000 0,0000

Сунгги формуладан

р и в  10! /_1_\й 
Я0 (10 —А)! (̂ 14/

П
эканлиги келиб чикади . - 2  =  1 булгани учун учи.н-• ■ ‘ й=0
чи устуннинг йигиндиси ~  2,6549 га тенг. Бу ердан

' о  2,6549 ’
6- жадвалдан куринадики,
а) ишчи иш кунининг уртача 0>6 кисмида банд 

булади, чунки барча кУрилмаларнинг ишлаб туриш 
эдтимоли 0,378 0,4 га тенг;

б) ремонтни кутаётган курилмалар сонининг матема

тик кутилиши М г — %  (к — 1) Рк— 0,6617 тенг (бешинчи
устуннинг йигиндиси). Демак, унта курилмадан уртача
0,71 таси ремонтни кутиб туради;

в) ремонтни кутаётган ва ремонт килинаётган курил
малар сонининг математик кутилиши куйидагига тенг:

ю
Ж 2 =  2  =  1,2675

к=  1

(олтинчи устун йигиндиси), яъни уртача 1,3 курилма 
максулот бермайди;
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г) бекор туриш коэффициента куйидагига тенг: 
М г 0,6617 ППЛЙ17То =  — =  ° ,06617,

яъни дар бир курилма иш кунининг тахминан 0,07 к;ис- 
мида ремонтни кутиб бекор туради.

Энди меднатни ташкил этиш курилмаларнинг унум
дорлигига цандай таъсир этишини ани'клайлик.. Энди 
бир ишчи эмас, балки 3 ишчидан иборат бригада 10 та 
эмас, балки 30 та курилмага карасин. Масаланинг кол
ган барча шартларц узгаришсиз колади. Энди бир ва^т- 
да 30 та курилмага каралади. Олдинги масаладаги 
царалган параметрларни ашщлаймиз (7- жадвал).

- 7- ж а д в а л

к
Танлаиган 

Курилмалар 
‘ сони

%
Ремонт, кутув
чи курилмалар 

сони I

Буш
И Ш ЧИ '
лар
сони

'РМ р к
<А-3)РЙ к

Р к

0 0 0 3 1,0000 0,1170 _
1 1 0 2 2 ,И 4 4 0,2540 —

2 2 0 1 2,2100 0,2690 •—

3 3 0 0 1,4700 0,1785 —

4 3 1 0 0.9Ю 0 0,1063 0,1063 0,4252
5 3 2 0 0,5580 0,0656 0,1312 0,6560
6 3 3 0 0,1870 0,0217 0,0651 0,3906
7 3 4 0 0,0534 0,0063 0,0252 0,1764
8 3 5 0 0,014(3 0,0017 0,0054 0,0432
9 3 6 0 0,0038 0,0004 0,0024 0,0216
10 3 7 0 О.ОООд 0,0001 0,0007 0,0070
11 3 8 0 0,0003 0,0000
12 3 9 0 0.0001 0,0000
13 3 10 0 0,000
14 3 11 0 0,000
15 3 12 0 0,000
16 3 13 0 0,000

8,5525 1,0116 0,0063 1,7200

30

р 0=  1 ; 2  Рк -  1:8,5523я ь 0,117.
*=о

Бу жадвалда 6- жадвалдаги каби аввал Рк['Р0 нисбат 
аникланади. к >  10 булганда (бешиичн устун) Рк кий- 
мат лар кичик, шу сабабли улар тушириб цолдирилган.
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Бу ерда ремонтни кутаётган курилмалар сонининг 
математик кутилиши куйидагига тенг:

30

^ 1  =  2  {к - 3 ) Я А =  0,3363.
&=о

Курилманинг бекор туриш коэффициенти:

^  =  0 ,01122.

Бундан куринадики, дар бир курилма иш кунининг 
0,6112 кисмида бекор туради.

Меднатни турлича ташкил этилганда 30 та курилма
га хизмат курсатиш натижаларини таккослайлик.

1. Ремонтни кутаётган курилмалар сонининг матема
тик кутилиши биринчи долда М х =  0,6615, иккинчи дол- 
да М 2 =  0,3363. Курилма'ларнинг бекор туриш коэффи
циенти мос равишда 0,0662 ва 0 ,0112.

2. Бекор турган курилмалар сонининг математик 
кутилиши:

30

=  2  кРа =  Д 7,2.

,3 0  та курилмадан тахминан 1,2 та курилма бекор 
туради.

Биринчи масалада 10 та курилмадан тахминан 1,3 
Курилма бекор туради. Битта курилма иш вактининг
уртача биринчи долда 0,13 кисмида, иккинчи

172долда -до-=0,06 кисмида бекор туради.
Талаблар сони чекланмаган системалар: энди талаб

лар сони п чекланмаган окимни караймиз. .Бу долда
агар — « шарт бажарилса, навбат чексиз ортмайди,
бу ерда, илгаригидек, X вакт бирлиги ичида келадиган
талабларнинг уртача сони битта талабни бажарилиш
уртача вакти.

Бу долда Я* здтимолларни аниклаш учун дифферен
циал тенгламаларнинг сони чекланмаган булади.

Бу ерда дам, олдинги масалалардаги каби лимит 
Кийматларни топилади ва алгебраик тенгламалар систе-
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масидан здтимолларни аниклаш учун куйидаги ифода 
келиб чикади:

ган каторнинг йигиндиси чексиз ортади. Бу эса куйи
дагини англатади: хизмат курсатиш ■ системасидаги нав
бат чексиз ортади, бу эса системанинг келаётгаи та
лаблар окимига хизмат курсата <олмаслигидан дарак 
беради. Катор якинлашиши учун

булиши зарур. Бу тенгсизликнинг бажарилиши система
нинг муваффакиятли ишлаши учун зарурдир.

(5.31) шартни хисобга олиб, барча аппа'ратларнинг 
банд булиш эдтимолини топамиз (к ^ . п ):

Р оркали хизмат курсатила бошланишини кутиш 
вактининг таксимот конунини белгилаймиз: утаётган 
процессда хизмат курсатила бошланишини кутиш даво- 
мийлигининг эдтимолини топамиз. Бунинг учун шартли

‘ = Ж \ т ) р °- <5 -27>
бу ерда 1 <  к <  п

<5-28>
Р 0 ушбу

(5.29)

шартдан аникланади:

(5.30)

А г а р — > 1  булса, у ^олда (5.30) нинг махражида тур-Щ

— <  п  еки — <  1 щ  7 (5.31)

демак,
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ва тула Я ( р > ^ )  здтимолларни аниклаймиз, бу ерда 
Р  (Р >  0  ~  хизмат курсатилишини кутиш вактининг их
тиёрий I вактдан ортик булиш эдтимоли.

Агар 8А 1) оркали I вакт ичида роса талабни
бажарилиш эдтимолини белгиласак, у долда шартли 
эдтимолни кушиш теоремасини кулланиб куйидагича 
топйш мумкин:

8= О
5  =  0 ' да &0(*) системага / ва^т ичида битта дам талаб 
келмаслик ва битта дам аппарат хизмат курсатишни 
тугалламаслик эдтимолини англатади:

5-о(0 =  е_Тй/-
Купайтириш теоремасини кулланиб, курсатилган 

вактда битта дам аппарат хизмат курсатишни тугалла
маслик эдтимолини топамиз:

[ёо (0]« =  < Г ^  (5.33)
(5.30) ва (5.33) формулалардан А — щ  да куйидагини 
топамиз:

бу эса  ̂ вакт ичида системадан роса п та талабнинг 
кетиш эдтимолидир. Навбат энди к — п  та талабга су- 
рилади ва, демак,

а д > о - 2 * . ( о - 2 ^ - ^ .  '

Бу ифодани кийматларни куйиб, узгартирилгандан кейин 
ушбу куринишга келтириш мумкин:

Р §  >  /) =  Пе~ * > 0 .  (5.34)
У долда хизмат курсатиш вактининг 1Х дан ортик бул
маслик эдтимоли куйидагига тенг булади:

/1 — 1 - П е ~ ^ - Х)г*
Хизмат курсатила бошланишини кутиш вакти р нинг 

таксимот конунини билган долда хизмат курсатила бош
ланишини кутишнинг уртача вацтини топилади (п та 
парат булганда):



тп =  м%)=> — 1 и р § . >  о  =  п  С ц щ  — си.
о о

Интеграллашдан сунг хизмат курсатиш белгилани- 
шини кутиш вактини топиш учун ифода досил киламиз:

Тп =  — (5. 35)л  « 7  —  А  4 7

Олдинги масалалардаги каби, навбат узунлигининг ма
тематик кутилиши М 1г системада булган талабларнинг 
уртача сони М 2, буш аппаратларнинг уртача сони М 3 
ни топилади,

ЧУНКИ

0 \Йигинди белгиси остида турган ифодани — нинг да-Щ
ражалари буйича ёйиш ва тегишли узгартиришлардан 
сунг бошцача ифодани досил килиш мумкин:

М,  =  Р„ , Х-т -,2 ;

М ^ М ,  +  Ро  2 ( ^ г т ) [ ( т ) + 1' ^ ;
Й~ 1 щ

1 6 -4 3 6
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